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 .، که یک واجب دینی استملی ي آموزي، نه تنها یک وظیفه خوانی و علم امروزه کتاب

  مقام معظم رهبري

هاي ارزیابی رشد، توسعه و پیشرفت فرهنگی هر  هدر عصر حاضر یکی از شاخص
خوانی مردم آن مرز و بوم است. ایران  کشوري میزان تولید کتاب، مطالعه و کتاب

با داشتن تمدنی چندهزارساله و مراکز متعدد علمی،  تاکنوناسلامی نیز از دیرباز 
هاي معتبر، علما و دانشمندان بزرگ با آثار ارزشمند تاریخی، سرآمد  فرهنگی، کتابخانه

سان خورشیدي  هي فرهنگ و تمدن جهانی ب هاي دیگر بوده و در عرصه ها و ملت دولت
چه کسی  .کند خویش هنرنمایی مینهاد  درخشد و با فرزندان نیک تابناك همچنان می

آور ایرانی همچون ابوعلی سینا، ابوریحان  فرزانه و نامکه در دنیا با دانشمندان است 
 ،اي نظیر فردوسی، سعدي همچنین شاعران برجستهبیرونی، فارابی، خوارزمی و ... 

امی مولوي، حافظ و ... آشنا نباشد و در مقابل عظمت آنها سر تعظیم فرود نیاورد. تم
این افتخارات ارزشمند، برگرفته از میزان عشق و علاقه فراوان ملت ما به فراگیري علم 

 ،ي الهی هاي گوناگون است. به شکرانه و مطالعه منابع و کتاب نو دانش از طریق خواند
ولی اکنون در این زمینه در چه  .و پربار است درخشانتاریخ و گذشته ما، همیشه 

هاي فرهنگی در  شده از سوي مجامع و سازمان آمار و ارقام ارائهجایگاهی قرار داریم؟ 
باشد و رهبر معظم  ي هر ایرانی، برایمان چندان امیدوارکننده نمی ي مطالعه مورد سرانه

 اند. انقلاب اسلامی نیز از این وضعیت بارها اظهار گله و ناخشنودي نموده
فت است و کتاب خوب، یکی ي دانش و معر اي به سوي گستره کتاب، دروازه

ي دستاوردهاي بشر در سراسر عمر جهان،  هاز بهترین ابزارهاي کمال بشري است. هم
ها پدید  هایی است که انسان نوشته در میان دستتا آنجا که قابل کتابت بوده است، 

هاي پیامبران به بشر، و  تعالیم الهی، درس ،نظیر ي بی آورند. در این مجموعه آورده و می
پذیر نیست.  همچنین علوم مختلفی است که سعادت بشر بدون آگاهی از آنها امکان

ترین دستاورد  از مهمشک  بخش کتاب ارتباط ندارد بی و زندگی زیباکسی که با دنیاي 
روشنی  ، بهانسانی و نیز از بیشترین معارف الهی و بشري محروم است. با این دیدگاه

توان ارزش و مفهوم رمزي عمیق در این حقیقت تاریخی را دریافت که اولین  می
و در اولین  »بخوان!« خطاب خداوند متعال به پیامبر گرامی اسلام(ص) این است که 

 سه



به تجلیل یاد  »قلم«الشأن خداوند، فرود آمده، نام  ي عظیم اي که بر آن فرستاده سوره
Ǩَ є̑أ وَ إْ͘ « است: شده ْ͟ ɕَ اҏْ رَ َ ҙ َɨѓˬ َ͇ ˬǨَ  ْͫǇِ̑ɨَمُ. اǛѓَͫی  در اهمیت عنصر کتاب براي تکامل  »َ̇

ي انسانی، همین بس که تمامی ادیان آسمانی و رجال بزرگ تاریخ بشري، از  جامعه
 اند. طریق کتاب جاودانه مانده

شمول خود با هدف آموزش براي  جغرافیایی ایران ي نور با گستره پیام  دانشگاه
محور در نظام آموزش عالی  عنوان دانشگاهی کتاب به ،وقت جا و همه همه، همه

و خردورزي بخش عظیمی از جوانان سازي  کشورمان، افتخار دارد جایگاه اندیشه
جویاي علم این مرز و بوم باشد. تلاش فراوانی در ایام طولانی فعالیت این دانشگاه 

ظران برجسته ن هاي گرانقدر استادان و صاحب ربهگیري از تج انجام پذیرفته تا با بهره
شاخص و خودآموز تولید شود. در آینده درسی ها و منابع آموزشی  کشورمان، کتاب

این مهم با هدف ارتقاي سطح علمی، روزآمدي و توجه بیشتر به نیازهاي مخاطبان  هم،
طور قطع استفاده از نظرات استادان،  نور با جدیت ادامه خواهد داشت. به دانشگاه پیام

رسان  ي مهم و خطیر یاري ما را در انجام این وظیفه ،نظران و دانشجویان محترم صاحب
هاي خود ما را در دمی عزیزانی که با نقد، تصحیح و پیشنهاخواهد بود. پیشاپیش از تما

م. لازم است از تمامی ینمای رسانند، سپاسگزاري می ي خطیر یاري می انجام این وظیفه
و ما را در سازي خود دانسته  نور را منزلگه اندیشه اندیشمندانی که تاکنون دانشگاه پیام

اند، صمیمانه قدردانی گردد. موفقیت  هتولید کتاب و محتواي آموزشی درسی یاري نمود
 ست.ا پژوهان عزیز آرزوي همیشگی ما و بهروزي تمامی دانشجویان و دانش
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  پیشگفتار مؤلف

پـردازد کـه بـراي     یم ـي آنالیز تـابعی  ها روشها و  یدهااین کتاب به معرفی مقدماتی از 

ایـن کتـاب داشـتن     ۀنیـاز مطالع ـ  یشپباشد.  یمکارشناسی مناسب  آخردانشجویان سال 

یز ریاضی است که شامل نظریه فضاهاي متریک نالو آیه در مورد جبر خطی پا  اطلاعات

  .باشد یمنیز 

یاز آنالیز تابعی فضاي برداري توابع حقیقی یا مختلط مقـدار اسـت   موردناز ابزار 

البعـد   ینامتنـاه اند. در حالت کلی چنـین فضـاهایی    شده  یفتعرکه روي یک مجموعه 

بعد خواص مشترکی دارند ولی ال البعد و نامتناهی فضاهاي برداري متناهی هرچندهستند. 

  هم مشترك نیستند. ها آنبسیاري از خواص 

اسـت. یـک تـابع     شـده  یـف تعرهسـتند نـرم    موردنظر ماروي بیشتر فضاهایی که 

مناسـبت   همـین  نامند و نـام آنـالیز تـابعی نیـز بـه      یم» تابعی«حقیقی یا مختلط مقدار را 

ي ریاضـی  هـا  رشتهادامه تحصیل در  مندان علاقهاین کتاب به  ۀ. مطالعاست شده  انتخاب

مفاهیم مقدماتی آنالیز تابعی که در دروس پیشرفته آنالیز حقیقـی و   کرد تاکمک خواهد 

یاموزند. زیرا در حین گذرانـدن ایـن دروس   را بگیرند  یمقرار  استفاده موردآنالیز تابعی 

بـه درك   یجـه و درنتید روي این مقدمات و مفاهیم وجود نـدارد  تأکفرصت کافی براي 

  تر مطالب پیشرفته آنالیز کمک خواهد کرد. یقعمبهتر و 

  یم.ا پرداختهیازند موردنفصول کتاب  در تماماي که  یهاولدر فصل اول به مفاهیم 

ی معرفدر فصل دوم یک مفهوم اساسی آنالیز تابعی یعنی فضاهاي برداري نرمدار 

از ایـده طـول یـک بـردار     توسیعی  درواقعاست. یک نرم روي یک فضاي برداري  شده 

است فضاهاي باناخ  شده یان باي فضاهاي برداري نرمدار در این فصل  یهپااست. خواص 

 نه



  

 

شـوند. در   یمبسیاري از قضایاي آنالیز روي این فضاها بیان و اثبات  و شوند یمیف تعر

  .است شده  بیان ها مجموعهکلی بودن  کراندار و و کاملخاتمه رابطه بین فشردگی 

گیرنـد. در فضـاهاي    یم ـقـرار   مطالعه موردل سوم خواص ضرب داخلی در فص

قـرار   موردبحـث البعد علاوه بر طول یک بردار زاویه بین دو بـردار هـم    برداري متناهی

شـود کـه    یمگیرد لذا براي تعمیم آن به سایر فضاهاي برداري ضرب داخلی معرفی  یم

است. روي هـر فضـاي ضـرب داخلـی نـرم       3در  شده شناختهي ا نقطهتعمیم ضرب 

ین فضـاهاي ضـرب داخلـی کامـل یعنـی      تـر  مهمشود. در این فصل یکی از  یمتعریف 

  شود. یمفضاي هیلبرت بررسی 

یم. تبـدیلات  کن ـ می فصل چهارم تبدیلات خطی بین دو فضاي برداري را مطالعه

  شوند. یمه، عملگر نیز نامیده ین تبدیلات خطی پیوست. اخطی پیوسته اهمیت زیادي دارند

انـد ولـی در    یوسـته پالبعـد   دانیم که کلیه تبدیلات خطی در فضـاهاي متنـاهی   می

مطالعـه شـود.    دقـت  بـه  هـا  آنالبعد چنین نیست. لذا بایـد پیوسـتگی    فضاهاي نامتناهی

  دهند. یممجموعه عملگرهاي بین دو فضاي نرمدار تشکیل یک فضاي برداري نرمدار 

را  ها آنا از یک فضاي نرمدار به میدان اعداد حقیقی یا مختلط باشند اگر عملگره

  همان دوگان فضاي برداري نرمدار است. درواقع که نامند یم کراندار هاي خطی و یتابع

ین ابزار اصلی آنالیز تابعی است که در فصل پنجم تر مهمقضیه هان باناخ یکی از 

را که روي زیـر فضـایی از    کراندار ی خطی ودهد یک تابع یمشود. به ما امکان  یمبیان 

دهد بـه   یمفضا توسیع دهیم. همچنین نشان  کل  بهاست  شده  یفتعریک فضاي نرمدار 

روي هر فضاي نرمدار وجود دارد کـه مطالعـۀ فضـاي     کراندار حد کافی تابعی خطی و

  دوگان آن را جالب کند.

ي متریـک کامـل   دهـد در یـک فضـا    یم بئر نشاندر فصل ششم قضیۀ کتگوري 

است. سه قضـیه مهـم    بازو چگال، بازو چگالي ها مجموعهاز  تعداد شمارااشتراك هر 

یه گـراف  بـازو قض ـ شود، قضیه نگاشت  یم بئر استفادهیه کتگوري از قض در اثباتشانکه 

  ي یکنواخت هستند.کراندار یهو قضبسته 

راستاران گرامی خانم ین ویو همچندانم از داوران محترم  لازم می بر خود  یانپادر 

هـاي علمـی و نگارشـی     یشنهادپي دکتر هادي خدابخشیان که و آقاسعدي  دکتر فرشته

  یف این کتاب کرد، قدردانی نمایم.تألارزنده ایشان کمک زیادي جهت 

  

 ده



  

  

  

  

  فصل اول
  

  

  فضاهاي برداري (فضاهاي خطی)
  

  

  هدف کلی

یدشـده  تولمعرفی فضاي  به ویم کن می در این فصل مفاهیم مهم فضاهاي خطی را مرور

ین چند نامسـاوي  و همچنپردازیم.  یمتوسط یک زیرمجموعه از فضاي خطی (برداري) 

  یم.کن می و اثباتکه نتایج مهمی در فصول بعدي دارند را بیان 

  

  هاي یادگیري هدف

  :رود که دانشجو پس از مطالعۀ این فصل بتواند یمانتظار 

یی کـه  هـا  مثـال ۀ مطالع بادر ذهنش تداعی کند و . مفهوم فضاهاي برداري (خطی) را 1

 است با کاربرد فضاهاي برداري مختلف در آنالیز تابعی آشنا شود. شده ذکر

. تعریف زیر فضاي یک فضاي برداري را بیان و ساختار غلاف خطی یا زیـر فضـاي   2

 یرمجموعه از یک فضاي برداري را بشناسد.زیدشده توسط یک تول

 ک فضاي برداري را توضیح دهد.. پایه همل براي ی3

 ی را بیان نماید.قسمت  خارج. ساختار یک فضاي 4

را بیان کند و بتواند  Xاز فضاي برداري  N و M . تعریف جمع مستقیم دو زیر فضاي5

 معرفی نماید. N در امتداد M بر روي Xتصزیري جبري از 

 . نامساوي یانگ را بیان و اثبات نماید.6

 را بیان و اثبات نماید. ها دنبالهبراي . نامساوي هولدر 7

 را بیان و اثبات نماید. ها دنباله. نامساوي مینکووسکی براي 8



  آنالیز تابعی مقدماتی     2

 

  مقدمه

با بسیاري از مطالب  دهیم. یمقرار  موردبحثدر این فصل مفاهیم اساسی جبر خطی را 

  هستید. آشناالبعد  در فضاهاي برداري متناهی

 ـنیمال آن اسـت پایه یک فضاي برداري، مجموعه مولد می  آوردن دسـت  بـه راي . ب

توان به یـک مجموعـه از بردارهـاي مسـتقل خطـی یـک فضـاي بـرداري،          یمپایه،  یک

 ـپایه تبدیل شود بردارهاي بیشتري اضافه کرد تا به یک ذا هـر مجموعـه از بردارهـاي    . ل

تعـداد  عـد یـک فضـاي بـرداري برابـر      . بپایه باشد تواند قسمتی از یک یممستقل خطی 

  ي پایه آن فضاست.ابرداره

ي از بردارهاي مستقل خطـی آن  ا مجموعهپایه فضاي برداري،  یگر یکد  عبارت به

ی باشـد، اسـتقلال خطـی    نامتناهفضاست که فضا را تولید نماید. اگر تعداد عناصر پایه 

معنی است که چنانچه یک ترکیب خطی متناهی از عناصر پایه صفر شود باید  بدین ها آن

ترکیـب خطـی    صورت بههمچنین هر عنصر فضاي برداري  . ور باشندکلیه مضارب صف

پایـه   اي را یـک  یـه پاشود. چنـین   یمداده  نمایشي از عناصر پایه فرد و منحصربهمتناهی 

  نامیم. یمي برداري فضاهمل آن 

  

  فضاهاي برداري 1-1

و  هم جمع شـوند  توانند با یماست که  Xي از اشیاء مانند ا مجموعهیک فضاي برداري 

را  شوند. همواره  یمانتخاب  Fاسکالرها از میدانی مانند  یک اسکالر ضرب شوند. در

 یا  در این درس  Fنامیم. میدان  را میدان اعداد مختلط می میدان اعداد حقیقی و 

  است.

  

 تعریف فضاي برداري 1-1-1

  :با دو عمل زیر است Xمجموعۀ ناتهی  Fیک فضاي برداري روي میدان 

:  (عمل جمع)  X X X    

:(عمل ضرب)  ( )F X X 0 

  :دکن می که این دو عمل در شرایط زیر صدق

1. x y y x   هرازاي  به ,x y X.  



 3فضاهاي برداري (فضاهاي خطی)     

 کـه  طـوري  بـه ؛ شود، موجود است میداده  نمایش 0که با  X فردي در عنصر منحصربه .2

x x x   0 x (براي هر 0 X(.  

x به هر .3 X فـردي از   عنصر منحصربهX     وابسـته اسـت کـه بـا x  داده  نمـایش

) شود و می )x x x x     0.  

4. ( ) ( )x y z x y z     هر ازاي  به, ,x y z X.  

5. ( ) . . yx y x     هر ازاي  به,x y X  و هرF .  

6. ( ). . .x x x      هر ازاي  بهx X  و هر, F  .  

7. ( ). .( . )x x   هر ازاي  بهx X  و هر, F  .  

x.ازاي  . به8 x1  هرx X.  

)کـه یـک فضـاي بـرداري چهارتـایی      یم کن ـ می تأکید , , ,.)X F     اسـت کـهX 

)جمع و  + میدان و Fو  موردنظرمجموعۀ   با اختصار بهضرب است که معمولاً آن را  0(

X دهیم. نمایش می  

  

 تعریف 1-1-2

ط) اسـت  یک فضاي برداري حقیقی (مختلط) فضایی برداري روي میدان حقیقی (مختل

  گویند.» بردار«و عناصر آن را 

  نامند. نیز می» فضاي خطی«داري را یک فضاي بر

  

 مثال 1-1-3

  :قرار دهید nهر عدد صحیح ازاي  . به1

 ( , , , ) : , , , ,n
n iX F x x x x x F i n      1 2 1 2 

  

هـاي جمـع و    هاي حقیقی (مختلط) است. عمل تایی n مجموعۀ تمام Xیعنی 

) هــرازاي  بـه  ضـرب اسـکالر   , , , )nx x x x 1 y) و 2 , y , , y )ny  1 و  nFدر  2

F  شود صورت زیر تعریف می به:  

( , , , )n nx y x y x y x y     1 1 2 2  

. ( , , , )nx x x x    1 2  
nF  یک فضاي برداري رويF .است  
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  فرض کنید .2

}x  تابعی پیوسته است    , : ,X C a b x a b F    
  

x, یم؛ یعنی براي هـر کن می وار تعریف را نقطه Xعمل جمع و ضرب بر  y X 

و هر    و هر ,t a b داریم:  

( )( ) ( ) ( )

( . )( ) ( )     

x y t x t y t

x t x t 

  


 

  

ت صور ایندر  C ,a b .یک فضاي برداري حقیقی است  

  .S اي فضاي دنباله .3

 هاي مجموعۀ تمام دنباله Sفرض کنید  nx x  از اعداد حقیقی (مختلط) باشد. براي

) هر , , )x x x 1 y)و  2 , y , )y  1 Fو هر  Sدر  2  یمکن می تعریف:  

( y , x , )x y x y    1 1 2 2  
  

. ( , , )x x x   1 2  

S  یک فضاي برداري رويF .است  

  .l اي فضاي دنباله .4

)فرض کنید  )l N l  از اعـداد حقیقـی (مخـتلط)     کراندار هاي مجموعۀ تمام دنباله

 هرازاي  به باشد؛ یعنی nx x l  داریم:  

n N nSup x  
  

فضـایی   �� صـورت  ایـن شود. در  ) تعریف می3عمل جمع و ضرب مانند مثال (

  است. Fبرداري روي 

)اي  . فضاي دنباله5 ) ( )p pl N l p   1  

pl صورت هبیی ها دنبالهتمام  مجموعۀ  nx x   حقیقـی (مخـتلط)  از اعـداد 

  :دکن می است که در شرط زیر صدق

p
i

i

x




 
1

 

  

 بــراي هــر nx x و  ny y  وa F  اعمــال جمــع و ضــرب اســکالر

  :شود می زیر تعریف صورت به

( , , )x y x y x y    1 1 2 2  



 5فضاهاي برداري (فضاهاي خطی)     

. ( , , )x x x   1 2  
  

  است. F روي فضاي برداريیک  pl دهیم می نشان

) فرض کنید , , )x x x 1 2  و ( , , )y y y 1  باشـد نشـان   pl دو دنباله در 2

px دهیم می y l هرازاي  به . چون i  داریم  

      max  , 
ppp

i i i i i ix y x y x y    2
  

  

                                   max  ,  .  
p p p pp p

i i i ix y x y  2 2  
  

  :داریم درنتیجهو 

p p pp
i i i i

i i i

x y x y
  

  

 
     

 
 

  
1 1 1

2  

  

px بنابراین y l  هرازاي  به و همچنین  n px x l   وa F،  

.
p p p

i i
i i

x x 
 

 

   
1 1

 

  

. یعنی px l  و pl  است. فضاي برداريیک  

) اي دنبالهفضاي  .6 )c c .  

c صـورت  بهی یها دنبالهتمام  مجموعۀ  nx x   و  مخـتلط) حقیقـی ( از اعـداد

lim یعنی همگراست؛ n
n

x


 c وجود دارد. عمل جمع و ضرب اسکالر بر روي عناصـر  

  است. فضاي برداريیک  cشود  می دیده سادگی بهشود.  می ) تعریف3مانند مثال (

) اي دنبالهفضاي  .7 )c c0 0   

c0  يها هدنبالفضاي تمام  nx x  است که همگـرا   حقیقی (مختلط)از اعداد

lim یعنی ؛به صفر هستند n
n

x


0اعمال جمع و ضرب اسکالر . c0  ) 3همانند مثـال (

  است. فضاي برداريیک  c0 شود. می تعریف

) اي هدنبالفضاي . 8 )l l0 0   

l0 يهـا  دنبالهتمام  مجموعۀ  nx x  اسـت کـه   حقیقـی (مخـتلط)   از اعـداد 

ix, تعداد متناهی اندیسازاي  به i0   ) 3. عمل جمع و ضرب اسـکالر هماننـد مثـال (

  است. فضاي برداريیک  l0شود.  می تعریف
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V, فرض کنیم .9 W  روي میدان  فضاي برداريدوF   صـورت ضـرب    باشـند. در ایـن

V دکارتی W  زیر است: صورت بهشده  با اعمال تعریف فضاي برداريیک  

) هر ازاي به , )i ix y V W  و هر F  و ,i 1   داریم 2

( , ) ( , ) ( , )x y x y x x y y   1 1 2 2 1 2 1 )و  2 , ) ( , )x y x y  1 1 1 1  

  

  فضاي برداري هاي مجموعهزیر 1-2

ازاي  بـه  .دنباش ـ Xی از هـای  مجموعهزیر Bو  Aباشد  فضاي برداريیک  Xفرض کنید 

x X و F  فضاي برداري هاي مجموعهزیر نیز زیر هاي مجموعه X .هستند  

 : :  x A x a a A     
  

 : : ,  A B a b a A b B      
  

 : :  A x a A    

  

  پایه هملو  فضاها ریز 1-3

 زیر فضاي برداري تعریف 1-3-1

 X) خطـی ي فضـا  ری ـز(اري بردي فضا ریزرا یک  X از فضاي برداري Mزیرمجموعۀ 

  نامیم اگر:

�الف)  + � ∈ ,�هر ازاي  به � � ∈ �  

�λب)  ∈ xهر ازاي  به � ∈ M  و هرλ ∈ �  

  

  تذکر 1-3-2

است اگر و فقـط   برداري يفضا ریزیک  X فضاي بردارياز  Mمجموعۀ زیر وضوح به

M اگر M M  براي هر و F  ،M M . 

 
  ها مثال 1-3-3

 يفضا ریزحداقل داراي دو  X فضاي برداري) هر 1( M  M و 0 X   است. بـه

 يفضـاها  ری ـزرا  X يفضاها ریز ۀگوییم. بقی Xناسره  يفضاها ریز فضاها ریزاین 

  نامیم. Xسره 



 7فضاهاي برداري (فضاهاي خطی)     

X) فرض کنید 2(  2 ،سـره   يفضـاها  ریزX       خطـوط راسـتی هسـتند کـه از مبـدأ

  گذرند. می

)3 ( ( , , , , ) : , , , ,n iM x x x x x i n   2 30 1 2    زیر فضايn .است  

)4 (,  ( ) }x x 0 ــابعی پیوســته اســت 0  ،ت  : ,M x  11   زیرفضــاي ,C 11 

  است.

)5 (, ( )x x 0  ،تــابعی پیوســته اســت 1  : ,M x  11   زیرفضــاي ,C 11 

  است.

)6 (c0 يفضا ریز c .است  

  

  تعریف 1-3-4

) ،Kباشد غلاف خطی  X زیرمجموعۀ فضاي برداري Kفرض کنید  )Lin K یا Spank 

  هستند. Kاست که شامل  X ي برداريفضاها ریزاشتراك تمام 

  نامند. نیز می Kي تولیدشده توسط فضا ریزرا  Kغلاف خطی 

 ری ـزیـک   X يفضاها ریزاز  هیگرداتوان امتحان کرد که اشتراك هر  می سادگی به

 ـزنیز  Kغلاف خطی  درنتیجه ؛است X يفضا  غـلاف  درواقـع اسـت.   Xاز  ییفضـا  ری

  .باشد می K شاملاست که  X يفضا ریز ترین کوچک Kخطی 

  

  گزاره 1-3-5

تمام ۀمجموع ـ Kباشد. غلاف خطـی   X فضاي بردارياز  اي مجموعهزیر Kفرض کنید 

  :یعنی ؛است Kترکیبات خطی متناهی اعضاي 

, , , , , , , ,
n

j j n n
j

SpanK x x x x K F n   


  
      
  
 1 2 1 2

1

 

  

  )تمرین( :برهان

  تعریف 1-3-6

 مجموعۀ) زیر1( , , , nx x x1 را مسـتقل خطـی نـامیم اگـر      X فضـاي بـرداري  از  2

  معادله

n nx x x    1 1 2 2 0 
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n فقط داراي جواب بـدیهی     1 2  صـورت  ایـن باشـد. در غیـر    0

 مجموعۀ , , , nx x x1   خطی نامیم. ۀرا وابست 2

مجموعـۀ  هـر زیر  اگـر نـامیم   خطـی را مستقل  X فضاي بردارياز  Kمجموعۀ زیر) 2(

 متناهی , , , nx x x1   ، مستقل خطی باشند.Kاز  2

  

 تعریف 1-3-7

 اگر , , , nx x x1   باشد و Xمستقل خطی ۀ زیرمجموعیک  2

 , , , nX Span x x x 1 2  
  

 است. در این حالت nداراي بعد  Xگوییم  , , , nx x x1  ـرا  2  ـپا کی بـراي   هی

  داراي بعد نامتناهی است. Xمتناهی نباشد  اي پایهداراي  Xاگر  .نامیم X فضاي برداري

  

  تعریف 1-3-8

 ؛اسـت  Xخطی از بردارهـاي  مستقل  ۀمجموع، X فضاي برداريبراي  E همل ۀپاییک 

SpanE که طوري به X.  

  

  ها مثال 1-3-9

  همل است. یۀپا کی n) هر پایه (الف

(ب) مجموعۀ  , , ,E x x 21 ـ   ۀهم ـ فضـاي بـرداري  بـراي   همـل  یـۀ پا کی

  هاست. اي چندجمله

  

  گزاره 1-3-10

x هــرآنگــاه  ،باشــد X فضــاي بــرداريبــراي  همــل یــۀپا کیــ E اگــر X  نمــایش

  :زیر دارد صورت بهي فرد منحصربه

( , , )
n

j j j j
j

x e e E F n 


   
1

 
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  )(تمرین :برهان

  ها مثال 1-3-11

 آن پایۀ هملاست.  �داراي بعد  n ) فضاي1( , , , ne e e1  ییتاje، n . هراست 2

  هایش صفرند. مؤلفهو سایر  1ام آن j مؤلفۀاز اعداد حقیقی است که 

( , , , , , , )je  0 0 10 0 
  

  

n داراي بعد n ۀها از درج اي متشکل از تمام چندجمله nP ) فضاي2(  1 .پایۀ  است

 آن همل , , , , nt t t21  .است  

 توابع ) فضاي3( ,C a b هـر  ازاي به رایز ؛متناهی استداراي بعد نا n ، ,C a b ـز   ری

n با بعد nP مانند ییفضا 1 بعد درنتیجه .دارد  ,C a b  حـداقل n 1   خواهـد

 لذا بعد ؛بود ,C a b نامتناهی است.  

  زیرا ؛داراي بعد نامتناهی است l2 ) فضاي4(

 ( , , , )    Y x       21 1   
  

  ناشماراست. Y است و l2 مستقل خطیۀ مجموعزیر

  

  تعریف 1-3-12

  باشد. X فضاي بردارياز  اي مجموعهزیر Kفرض کنید 

x, هرازاي  به رمحدب است اگ K) (الف y K و هر  , 0 1  

( )x y K   1  
  

x هرازاي  به است اگر متعادل K(ب)   K و هر F  که  1  

x K   
  .محدب و متعادل باشد Kمحدب است اگر  طلقاًم K) (ج

  

  نکته 1-3-13

x, هـر ازاي  بـه  محدب است اگـر و فقـط اگـر    مطلقاً Kتوان دید که  می )1( y K و 

, F  که   1 .داشته باشیم  

x y K    
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هـم محـدب و هـم متعـادل      Kپس  محدب باشد، مطلقاً K کنید ابتدا فرضزیرا 

x, است. فرض کنید y K و   1اگر .  0 )یا  0   واضـح اسـت کـه ( 

,x y y K    یا) x y x K    (زیرا  ؛K   .فـرض کنیـد   متعـادل اسـت 

,  0 چون  صورت این. درK  است، داریمو متعادل محدب:  

,    x x K y y K
 

 
   1 1 

 و

( ) ( ) ( y)x y x
  

   
     

 
       

  

  

  با توجه به اینکه

, t


  
 

      


0 10 1 

  

  داریم

( ( ) y )x y tx t K      1 11 
  

  .ستفوق واضح ا مطلبعکس 

  .محدب است مطلقاً، برداري يفضا ریز) هر 2(

  

  یقسمت خارجي هافضا 1-4

x, هـر ازاي  بـه  .باشـد  X فضاي بـرداري از  برداري يفضا ریز Mفرض کنید  y X 

  :یمکن می تعریف

(mod )x y M x y M    
  

  د.کن می تعریف Xي روي ارز هم ۀیک رابط  امتحان کرد که توان می سادگی به

x ازاي هر به X  مجموعۀ همx  نسبت بهM شود می زیر معرفی صورت به:  

     : : x (mod ) : xx y X y M y X y M x M          
 

X یقسمت خارجفضاي 
M

 يارز هـم  يهـا  ردهتمـام  مجموعـۀ    x  کـه  اسـت 

x X.  

  



 11فضاهاي برداري (فضاهاي خطی)     

 گزاره 1-4-1

x, هـر  ازاي بـه  .باشـد  Xفضاي بردارياز  برداري يفضا ریز Mفرض کنید  y X و 

F ،  یقسمت خارجدر فضاي اعمال جبري X
M

  :یمکن می زیر تعریف صورت بهرا  

     x y x y    
  

   . x x  

X هسـتند و  فیتعر خوشاین اعمال  صورت ایندر 
M

 فضـاي بـرداري  یـک   

  نسبت به اعمال فوق است.

  

  (تمرین) :برهان

  تعریف 1-4-2

، بعـد  Xدر  Mباشـد. هـم بعـد     X فضاي بردارياز  برداري يفضا ریز Mفرض کنید 

X یقسمت خارجفضاي 
M

  :شود می داده زیر نشان صورت بهاست و  

dim( ) dim( )XCo M
M

  
  

X اگر وضوح به M آنگاه  X
M

 )dim و 0 )Co M 0  

 
  ریو تصاوجمع مستقیم  1-5

  جمع مستقیم زیر فضاها تعریف 1-5-1

 X صـورت  ایـن در  باشد. X فضاي برداريبرداري از  يفضاها ریز Nو  Mفرض کنید 

  اگر است، Nو  M جمع مستقیم

 ,      X M N M N   0  
  

X نویسـیم  می ،باشد Nو  Mجمع مستقیم  Xاگر  M N .  صـورت  ایـن در 

) گوییم می )N M م جبريمتیک م ( )M N است.  

  

  گزاره 1-5-2

ــد  ــرض کنی ــز دو N و M ف ــا ری ــرداري يفض ــرداري  از ب ــاي ب ــ X فض ــرنباش  د اگ

X M N ، آنگاه هر x X  زیر دارد صورت بهي فرد منحصربهنمایش:  

, n N          x m n m M     




