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  2فصل 

  

  ريزي خطي برنامه

  

  مقدمه

ريـزي رياضـي اسـت كـه بـه دليـل سـادگي و                ريزي خطي يكي از حالات برنامه      برنامه
ريـزي   در اين فصل به دنبال شناسايي برنامه      . اهميت خاصي برخوردار است    از عموميت

  .باشيم خطي و حل آن مي
ريـزي   ههـاي حـل برنام ـ     تـرين روش   ترين و ملموس   روش ترسيمي يكي از ساده    

  .خطي دوبعدي است كه در اين فصل با آن آشنا خواهيم شد
  

 اهداف كلي

  ريزي خطي و مفاهيم مربوطه شناسايي برنامه ـ 1
  ريزي خطيهاي برنامهناخت فرم ـ ش2
   بيان روش ترسيمي ـ 3
  .آيدريزي خطي پيش مي شناخت حالات مختلفي كه در برنامه  ـ4
  

  اهداف رفتاري 

  :ن اين فصل بايد بتوانددانشجو در پايا
  .ريزي خطي را بيان كندمفاهيم برنامه ـ 1
  .ريزي خطي را بداند و آنها را به يكديگر تبديل كندهاي برنامه فرم ـ 2
  .مسائل دوبعدي را با روش ترسيمي حل نمايد ـ 3
  .ريزي خطي را تشخيص دهدحالات برنامه ـ 4
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  ريزي خطي برنامه1 ـ 2

هاي رياضي است كـه در آن       ريزي خطي يكي از شاخه    فته شد برنامه   گ همانطور كه قبلاً  
تمام روابط حاكم بر مسئله بـه صـورت خطـي بـوده و در كـل، منـابع محـدود را، بـه                        

اي  كـه بـه هـدف از پـيش تعيـين شـده             دهد هاي مورد نظر طوري اختصاص مي      فعاليت
يـا حـداقل كـردن      و  ) ... توليـد و     ،سـود ( به صورت حداكثر كردن      هدف معمولاً . برسد

ريزي خطي به صورت زيـر       صورت كلي برنامه  . باشد مي) ... زمان انجام پروژه و      ،هزينه(
  .باشد مي

(Max nnxcxcxcZMin +++= �

2211
)

  
 
s . t .(subject  to:)  

  

  

  
                                

11111
b)(xa..........xa nn ≥=≤+  

                                 . 
                                 . 
 .     كاركردي                  

ها محدوديت                   inini b)(xa..........xa ≥=≤+
11

 
                                 . 
                                 . 
                                 . 
                                mnmnm b)(xa..........xa ≥=≤+

11
 

  
                       , nj                                                           علامت:  xj ≥  0 يا xj ≤ 0  يا  xj  نامقيد =21,,...,

 
يـا  ) Max ()حـداكثر كـردن   (سـازي  تواند به يكي از دو صورت بيـشينه          تابع هدف مي   ـ

  .باشد) Min( )حداقل كردن(ي ساز كمينه
 .باشد) بسته به مورد = (يا ≥ يا ≤ علامت هر محدوديت كاركردي به يكي از صور ـ
  .باشد  علامت هر متغير به يكي از صور مطرح شده ـ

منظور از متغير تصميم نامقيد اين است كه هر مقدار اعم از منفي، صفر يـا مثبـت                  
 .بول است مورد قjx براي

  
  :مفهوم بعضي از نمادها در جدول زير آمده است

  



ريزي خطي برنامه        
 

 

 

��

  مثال  مفهوم  نماد

jx)  متغير تصميمj سطح فعاليت  ) امj ميزان توليد محصول    ام jام  

Z)   تابع هدف( 
  ها ميزان مشاركت كليه فعاليت

  براي رسيدن به هدف
فروش  بدست آمده از كل سود

  محصولات

jc)ضريب jx  در تابع
 )هدف

  امj سهم مشاركت فعاليت 
  در رسيدن به هدف

   امj سود يك واحد محصول

ib) مقدار سمت راست
 )ام i  محدوديت 

ظرفيت يا امكان  ،ميزان منبع
  ام iموجود 

  ميزان موجود ماده اوليه

ija)ضريب فني(  
ه بايد براي ـام كi ان منبع ميز

ام j تـفعالي دـواح رـه
  اده كردـاستف

مقدار ماده اوليه كه براي توليد يك 
  ام لازم استj واحد از محصول 

  
  :نمائيم ريزي خطي را مرور مي حال بعضي اصطلاحات برنامه

نظر از اينكه در     مجموعه مقادير كه به متغيرهاي تصميم اختصاص يابد صرف        هر  : جواب
  .ريزي خطي است  يك جواب برنامه،ها صدق نمايد يا نه حدوديتم

  .كند ها صدق مي جوابي است كه در تمام محدوديت :جواب موجه يا شدني
 درلااقـل  به عبارت ديگر جوابي اسـت كـه      دجوابي است كه موجه نباش     :جواب ناموجه 

  .يك محدوديت صدق نكند
ي كه به ازاي آن مطلوبترين مقـدار        بهترين جواب موجه يعني جواب موجه      :جواب بهينه 

  .تابع هدف به دست آيد
نظر از علامتش به صـورت تـساوي در نظـر            اگر يك محدوديت را صرف     :معادله معرف 

  .شود كه معادله معرف آن محدوديت گفته مي آيد اي به دست مي بگيريم معادله
  .كند جاد مي ناحيه موجه را اي،هاي موجه مجموعه كليه جواب :ناحيه موجه يا شدني

 nگوينـد، كـه       مـي  اي  معادله معرف نقطه گوشـه     nاقل  حدبه محل تلاقي     :اي نقطه گوشه 
  .باشد تعداد متغيرهاي تصميم مي

 اي گوشـه  نقطـه  از ناشـي  تـصميم  متغيرهـاي  به شده داده تخصيص مقادير :اي گوشه جواب

  .باشد مي
  .باشد معرف معادله n از بيش تلاقي محل كه اي گوشه نقطه :)تباهيده( تبهگن اي گوشه نقطه



        1 ي عملياتپژوهش       
  

 

 

18

 اگـر   اي وقتي مجاور هستند    دو نقطه گوشه   بعدي،   nدر فضاي    : اي مجاور  گوشه دو نقطه 
 خـط واصـل آن      براي مثال در فضاي دوبعدي    .  معادله معرف مشترك باشند    n−1داراي

  . ف مشترك باشندداراي يك معادله معر و دو نقطه بر روي يك معادله معرف قرار گيرد
  :هاي محدب مجموعه

 تركيب محدب نقاط  
1

x  ،
2

x  ، ...nx اي مانند   نقطه x  به صورت زيـر      است كه 
  .تعريف مي شود

10

1

2211

1

=≥∋++== ∑∑
==

n

i
iinn

n

i
ii ,x...xxxx αααααα  

هر دو نقطـه از     محدب   را محدب گوييم اگر تركيب       nRاز Sيك زير مجموعه محدب     
  : باشد يعنيSآن متعلق به 

Sx,,,xxx,Sx,x ∈⇒=+≥+=∈∀ 10
2121221121

αααααα
  

  

براي مثال مجموعه دايره كامل، يك مجموعه محدب است ولي محيط آن يك مجموعه              
  .باشد محدب نمي

  
  

كيب محدب هر تعداد نقطه در مجموعه محدب داخـل          شود كه تر   به طور كلي ثابت مي    
  :مجموعه محدب باشد Sآن قرار دارد، يعني اگر 

  

Sx,,xxSxx,x
n

i
ii

n

i
iin ∈⇒=≥=∈∀ ∑∑

==
10

11

21
ααα…

  
  

  

توان به صـورت تركيـب       بر پاره خط واصل دو نقطه را مي       واقع  هر نقطه   : 1قضيه  
طه  آن دو نوشت و برعكس هر نقطه را كه بتوان بر حسب تركيب محدب دو نق                محدب

  .نوشت روي پاره خط واصل آن دو قرار دارد
ناحيـه  (ريـزي خطـي    هاي قابل قبول مـسئله برنامـه      مجموعه همه جواب  : 2قضيه  

   .باشد يك مجموعه محدب مي) موجه
  .براي درك بهتر مفاهيم گفته شده به مثال زير توجه كنيد
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  :مسئله زير را در نظر بگيريد .1 مثال

0

33

2

2

21

21

21

21

≥

≤+

≤+

+=

xx

xx

xx

xxZMax

ts

,

..

 

 همانطوركـه  .باشـند  مـي  بالا مسئله جواب  سه   )1 و 5/0( و  )-1 و 0(،  )1 و 2( طنقا •

   :شود مي مشاهده
 .غيرموجه است چون در محدوديت كاركردي اول صدق نمي كند) 1 و 2( نقطه ـ 
0 غيرموجه است چون در محدويت  علامت) -1 و 0( نقطه ـ 

1
≥X كند صدق نمي. 

ها اعـم از كـاركردي و علامـت          تمام محدوديت  در چون موجه است ) 1 و 5/0( نقطه   ـ  
 .كند صدق مي

باشد چون علاوه بر صـدق       نقطه بهينه مي  ) 5/1  و 5/0(توان بررسي كرد كه نقطه       مي •
 Zها، نسبت به هـر جـواب موجـه ديگـر مقـدار بيـشتري بـراي         در تمام محدوديت 

 ) بيان خواهد شد بهينهبدست آوردن نقطه روش در ادامه فصل. (دهد مي
2معادله معرف محدوديت كاركردي اول عبارت است از  •

21
=+ xx 

  چـون محـل برخـورد دو معادلـه معـرف            .باشد اي مي  يك نقطه گوشه  ) 2 و   0(نقطه   •
2

21
=+ xx و 

0

2
=x باشد مي. 

باشند، نقطه اول محـل      اي مجاور مي    گوشه دو نقطه ) 5/1 و   5/0(و  ) 2 و   0(دو نقطه    •

تلاقي 
⎩
⎨
⎧

=
=+

0

2

2

21

x

xx و دومي محل تلاقي معادلات 
⎩
⎨
⎧

=+
=+

33

2

21

21

xx

xxباشد  مي.  

 
  ريزي خطي هاي برنامه  فرم2 ـ 2

  .توان به صورت زير خلاصه كرد ريزي خطي را مي فرم كلي برنامه

∑
=

=
n

j
jjxcZMinorMax

1

 

     s.t. 

    ∑
=

≥=≤
n

j
ijij b)(xa

1

   m,...,,i 21=  

    0≥jx jx≥0  يا   jx  يا   n,...,,j          نامقيد   21=  
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براي سـهولت   . رسد نوبت به حل آن مي     )فرموله كردن ( سازي بعد از مرحله مدل   
  .گيريم در نظر ميريزي خطي  راي مسائل برنامهبدو فرم اصلي 

                      :فرم استاندارد ـ 1

∑
=

=
n

j
jjxcZMinorMax

1

 

     s.t. 

  )b(m,...,,ibxa iij

n

j
ij 021

1

≥==∑
=

    

  n,...,,jx j 210 =≥  
  :فرم كانوني ـ 2

∑
=

=
n

j
jjxczMax

1

 

     s.t. 

m,...,,ibxa i

n

j
jij 21

1

=≤∑
=

 

n,...,,jx j 210 =≥  
ib ،m,...,,i≤0 اگر   .ناميم  فرم را كانوني نامنفي مي،باشد =21

  

  ريزي خطي هاي برنامه  تبديل فرم3 ـ 2

ريزي خطي را بـه هـم        هاي مختلف برنامه   توان با استفاده از مفاهيم ساده رياضي فرم        مي
  .تبديل كرد

BABA) −≤−⇔≥1   5252
2121

−≤−−⇔≥+ xxxx  
 

02
11

≥∃=+⎯⎯ →⎯≤ sBsABA)  
 

1
s : شود  مساوي اضافه مي  ـ  است كه به يك نامعادله از نوع كوچكتر       ي  متغير نامنف

  .گويند كمبود مي متغير كمكيبه اين متغير، . نمايد را به معادله تبديل مي و آن
  

03
22

≥∃=−⎯⎯ →⎯≥ sBsABA)  




