
 
 
 
 
 
 

                 
 
 
 
 
 

 کاربردها و اتیترکیب
 )یاضیر رشتۀ(

 
  
 
 
 
 
 
 
 

 
 بشارتی نازلیدکتر 

 
 
 



 .، که یک واجب دینی استملی ي آموزي، نه تنها یک وظیفه خوانی و علم امروزه کتاب

  مقام معظم رهبري

هاي ارزیابی رشد، توسعه و پیشرفت فرهنگی هر  هدر عصر حاضر یکی از شاخص
خوانی مردم آن مرز و بوم است. ایران  کشوري میزان تولید کتاب، مطالعه و کتاب

با داشتن تمدنی چندهزارساله و مراکز متعدد علمی،  تاکنوناسلامی نیز از دیرباز 
هاي معتبر، علما و دانشمندان بزرگ با آثار ارزشمند تاریخی، سرآمد  فرهنگی، کتابخانه

سان خورشیدي  هي فرهنگ و تمدن جهانی ب هاي دیگر بوده و در عرصه ها و ملت دولت
چه کسی  .کند خویش هنرنمایی مینهاد  درخشد و با فرزندان نیک تابناك همچنان می

آور ایرانی همچون ابوعلی سینا، ابوریحان  فرزانه و نامکه در دنیا با دانشمندان است 
 ،اي نظیر فردوسی، سعدي همچنین شاعران برجستهبیرونی، فارابی، خوارزمی و ... 

امی مولوي، حافظ و ... آشنا نباشد و در مقابل عظمت آنها سر تعظیم فرود نیاورد. تم
این افتخارات ارزشمند، برگرفته از میزان عشق و علاقه فراوان ملت ما به فراگیري علم 

 ،ي الهی هاي گوناگون است. به شکرانه و مطالعه منابع و کتاب نو دانش از طریق خواند
ولی اکنون در این زمینه در چه  .و پربار است درخشانتاریخ و گذشته ما، همیشه 

هاي فرهنگی در  شده از سوي مجامع و سازمان آمار و ارقام ارائهجایگاهی قرار داریم؟ 
باشد و رهبر معظم  ي هر ایرانی، برایمان چندان امیدوارکننده نمی ي مطالعه مورد سرانه

 اند. انقلاب اسلامی نیز از این وضعیت بارها اظهار گله و ناخشنودي نموده
فت است و کتاب خوب، یکی ي دانش و معر اي به سوي گستره کتاب، دروازه

ي دستاوردهاي بشر در سراسر عمر جهان،  هاز بهترین ابزارهاي کمال بشري است. هم
ها پدید  هایی است که انسان نوشته در میان دستتا آنجا که قابل کتابت بوده است، 

هاي پیامبران به بشر، و  تعالیم الهی، درس ،نظیر ي بی آورند. در این مجموعه آورده و می
پذیر نیست.  همچنین علوم مختلفی است که سعادت بشر بدون آگاهی از آنها امکان

ترین دستاورد  از مهمشک  بخش کتاب ارتباط ندارد بی و زندگی زیباکسی که با دنیاي 
روشنی  ، بهانسانی و نیز از بیشترین معارف الهی و بشري محروم است. با این دیدگاه

توان ارزش و مفهوم رمزي عمیق در این حقیقت تاریخی را دریافت که اولین  می
و در اولین  »بخوان!« خطاب خداوند متعال به پیامبر گرامی اسلام(ص) این است که 

 سه



به تجلیل یاد  »قلم«الشأن خداوند، فرود آمده، نام  ي عظیم اي که بر آن فرستاده سوره
Ǩَ є̑أ وَ إْ͘ « است: شده ْ͟ ɕَ اҏْ رَ َ ҙ َɨѓˬ َ͇ ˬǨَ  ْͫǇِ̑ɨَمُ. اǛѓَͫی  در اهمیت عنصر کتاب براي تکامل  »َ̇

ي انسانی، همین بس که تمامی ادیان آسمانی و رجال بزرگ تاریخ بشري، از  جامعه
 اند. طریق کتاب جاودانه مانده

شمول خود با هدف آموزش براي  جغرافیایی ایران ي نور با گستره پیام  دانشگاه
محور در نظام آموزش عالی  عنوان دانشگاهی کتاب به ،وقت جا و همه همه، همه

و خردورزي بخش عظیمی از جوانان سازي  کشورمان، افتخار دارد جایگاه اندیشه
جویاي علم این مرز و بوم باشد. تلاش فراوانی در ایام طولانی فعالیت این دانشگاه 

ظران برجسته ن هاي گرانقدر استادان و صاحب ربهگیري از تج انجام پذیرفته تا با بهره
شاخص و خودآموز تولید شود. در آینده درسی ها و منابع آموزشی  کشورمان، کتاب

این مهم با هدف ارتقاي سطح علمی، روزآمدي و توجه بیشتر به نیازهاي مخاطبان  هم،
طور قطع استفاده از نظرات استادان،  نور با جدیت ادامه خواهد داشت. به دانشگاه پیام

رسان  ي مهم و خطیر یاري ما را در انجام این وظیفه ،نظران و دانشجویان محترم صاحب
هاي خود ما را در دمی عزیزانی که با نقد، تصحیح و پیشنهاخواهد بود. پیشاپیش از تما

م. لازم است از تمامی ینمای رسانند، سپاسگزاري می ي خطیر یاري می انجام این وظیفه
و ما را در سازي خود دانسته  نور را منزلگه اندیشه اندیشمندانی که تاکنون دانشگاه پیام

اند، صمیمانه قدردانی گردد. موفقیت  هتولید کتاب و محتواي آموزشی درسی یاري نمود
 ست.ا پژوهان عزیز آرزوي همیشگی ما و بهروزي تمامی دانشجویان و دانش
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پیشگفتار
متناهی یـا قابـل   ساختارهاي گسسته  ۀمطالعاست که به اي از ریاضیات   ترکیبیات شاخه

براسـاس قـوانین مشـخص    اشـیا   هنـر تنظـیم  تـوان    ترکیبیات را می پردازد.  میشمارش 
هاي مختلف اعضـاي یـک     عبارت دیگر ترکیبیات علم مطالعه بر روي آرایش  دانست. به

 ،وجود یک آرایش شوند.  اساسی تقسیم می ۀمجموعه است. مسائل ترکیبیاتی به دو دست
ها   مجموعه وجود دارد؟ شمارش تعداد آرایش خصوص بر روي اعضا  هآیا یک آرایش ب

باشد، چند روش مختلف براي  ریپذ  امکاناگر یک آرایش خاص ، ها  ي آرایشبند  طبقهیا 
  ؟رسیدن به آن وجود دارد

ویـژه کشـورهاي هنـد و چـین آغـاز        بـه  آسیا ةی از قاریاتپیدایش ریاضیات ترکیب
قبـل از مـیلاد مسـیح و     2200این نوع ریاضیات را به سال  توان شروع  هگردید، شاید ب

ی در یات، ولی اولین دیدگاه ریاضیات ترکیبایجاد اولین مربع جادویی در چین نسبت داد
  است.  ر کارهاي فیبوناچی دیده شدهمیلادي و د12غرب، حدود قرن 

شـده اسـت، حتـی      صورت بازي و سرگرمی ارائه می  در ابتدا مسائل ترکیبیاتی به
  شه در طلسم و جادو دارند.دویی ریجا مربع برخی از مسائل مانند مربع لاتین و

ریاضـیات   هاي جدید به مباحث گسسـته باعـث شـد کـه      تکنولوژي اساسینیاز 
در ترکیبیاتی از یک ریاضیات سرگرمی به یک مبحـث جـدي و وسـیع تبـدیل شـود و      

و  هندسهو  توپولوژي، احتمالات ۀنظری، جبرمانند  محضهاي زیادي از ریاضیات   بخش
 ـ، علـوم رایانـه  ، سـازي   بهینـه  ماننـد  يکـاربرد هاي زیادي از ریاضـیات    در بخش  ۀنظری
ترکیبیـات در  عنـوان مثـال     د. بـه نکاربرد پیدا کگراف  ۀها و نظری  بازي ۀ، نظریارگودیک
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کـاربرد   هـا   تحلیـل الگـوریتم  هـا در    ها و تخمـین   فرمول آوردن  دست  به براي رایانهعلوم 
شد که ترکیبیات را  ارائههاي کلی و قدرتمندي   روشبیستم  قرندر اواخر  .بسیاري دارد

 از ریاضیات تبدیل کرد. مستقلی ۀشاخبه 
نـور و سـایر     تدریس درس ترکیبیات و کاربردهاي آن در پیام ۀچندین سال ۀتجرب

عـالی   ریاضی و نبود کتاب فارسی در این زمینه که سرفصل شـوراي  ۀها در رشت  دانشگاه
کتابی متناسب با سرفصل شوراي ریزي را پوشش دهد، نویسنده را بر آن داشت تا   برنامه

تواند   نور فراهم آورد. البته کتاب حاضر می  ریزي و متناسب با دانشجویان پیام  عالی برنامه
 هشـت فصـل تـألیف    ها باشـد. ایـن کتـاب در     مورد استفاده دانشجویان تمامی دانشگاه

 .است  شده انهاي متنوع و کاربردي بی  . در هر فصل متناسب با مطالب آن مثالاست  شده
هـایی کـه     مثـال شده   سعی مسائل ترکیبیاتی ریشه در بازي و سرگرمی دارد، که  ازآنجایی

  بیشتري براي مطالعه ایجاد گردد. ةحالت سرگرمی دارند، نیز بیان شود تا انگیز
پردازیم و مسائل مهم و مشـهور    ریاضیات ترکیبیات می ۀر فصل اول به تاریخچد

پیداکرده  شناخت بیشتري نسبت به این نوع تفکر ریاضی کنیم تا  می را بیانترکیبیات  در
  .بعد ایجاد شود هاي  لبیشتري براي مطالعه فص ةانگیزو 

اي از مسـائل ترکیبیـاتی مربـوط بـه شـمارش تعـداد         گفتـیم دسـته   طور که  همان
ها،   هاي شمارشی مانند جایگشت  برخی از روش ؛هاي خاص یک مجموعه است  آرایش

. قبلاً در درس ریاضیات گسسته مـورد بحـث   کبوتري و.. ۀطرد، اصل لان - اصل شامل
هاي شـمارش ترکیبیـاتی ماننـد      قرار گرفته است. در فصل دوم به برخی دیگر از روش

اعداد بل و کاتالان و اصول شمارش پولیـا   ۀاعداد استرلینگ نوع اول و دوم، دنبال ۀدنبال
  پردازیم.  شوند، می  ها حل می  روش ا اینپرداخته و به حل مسائلی که ب

هـا   آن و کاربردکرده   تعریف در فصل سوم، سیستم نمایندگی متمایز و پرمننت را
  کنیم.  را در حل مسائل شمارشی بررسی می

مباحـث ترکیبیـاتی   تـرین    مهـم  فصل چهارم، به مفهوم مربع لاتین که یکـی از  در
 36مسـئله  افسر توسط اویلر مطرح گردیـد.   36 ۀمسئل 1782در سال پردازیم.   است، می

 ـ  دو  هافسر و تعمیم آن در حالت کلی، باعث تعریف مفهوم مربع لاتین و مربع لاتین دوب
 ـ    متعامد گردید.  دو متعامـد و    هدر این فصل، به بررسی مربـع لاتـین و مربـع لاتـین دوب

و طریقـه سـاخت   کـرده    تعریف بر آن مربع جادویی را  پردازیم، علاوه  کاربردهاي آن می
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ارتباط بین مربع لاتین با گـراف و مربـع    به همچنینکنیم.   هاي جادویی را بیان می  مربع
بسـیار مـورد    کو کـه امـروزه  واي به حل جدول سود  در انتها اشارهپردازیم.   جادویی می

  کنیم.  جامعه قرار گرفته است، می توجه اقشار مختلف
گانـه    غیرکامل متوازن و حالت خاص آن سیستم سـه  یدر فصل پنجم، طرح بلوک

هاي بلوکی و کاربردهاي از   برخی از طرح داده و طرز ساختاشتاینر را مورد بررسی قرار
باشند. در   هاي آزمایشی در آمار می  هاي بلوکی پایه و اساس طرح  کنیم. طرح  آن را بیان می

داریم و دو ساختار مهـم هندسـه ترکیبیـاتی،    اي نیز به هندسه ترکیبیاتی   این فصل اشاره
کنـیم.    را بیان مـی ها  آن آفین را تعریف و طرز ساخت ۀتصویري متناهی و صفح ۀصفح

 کنیم.  تین را بیان میمربع لا آفین با ۀتصویري متناهی و صفح ۀصفحهمچنین ارتباط بین 
ساخت آن  هاي  و برخی از روشکرده   تعریف را هادامارددر فصل ششم، ماتریس 

دیگـر سـاختارهاي ترکیبیـاتی     بـا  هاداماردکنیم. همچنین ارتباط بین ماتریس   را بیان می
  کنیم.  بیان میمربع لاتین و طرح بلوکی را مانند 

 پردازیم. در بخش اول  می کدگذاري و رمزنگاري ۀنظریمبحث  بهدر فصل هفتم، 
اي بـه    شویم. همچنین اشـاره   کدگذاري و انواع کدها آشنا می ۀاصول نظری ، بااین فصل

 آشنا يرمزنگار اصول با دوم، بخش در داریم. کد و لاتین مربع ی،بلوک طرح نیب ارتباط
 يرمزنگار يها  تمیالگور انواع کنیم.  می بیان را يوکدگذار يرمزنگار نیب تفاوت و شده

  شویم.  می آشنا جایی  جابه رمزنگاري هاي  سیستم از برخی با و بیان را
 فرانـک  توسـط  رمزي، ۀنظری پردازیم.  می رمزي ۀنظری بررسی به هشتم، فصل در

 بـزرگ  ریاضـیدان  توجـه  1930سـال  در ولی است، گردیده مطرح1928 سال در رمزي
 آن و بیان گرافی صورت  به را رمزي ۀنظری اردوش کرد. جلب را اردوش پل مجارستانی

 ـ گفـت  تـوان   می گرفت. کار  به گراف ۀنظری در را  از درخشـان  جـواهري  رمـزي  ۀنظری
 یـک  تـوان   مـی  بـزرگ  کـافی  ةانداز  به هرساختاري در ،دهد  می نشان که است ترکیبیات

 فیزیک و ریاضیات از مبحثی هر در توان  می آن از لذا باشد. منظم که یافت زیرساختاري
 محاسـبات  بـا  حتـی که   ازآنجایی کرد. استفاده کامپیوتر علوم و مخابرات تا گرفته نجوم

 لـذا  اسـت،  نشده مشخص کوچک مقادیر براي رمزي اعداد دقیق مقدار هنوز کامپیوتري
 فصـل  ایـن  در .است ریاضی برانگیز بحث و جالب مباحث از یکی رمزي ۀنظری مبحث
  آوریم.  می دست  هب آن مقدار براي را هایی  کران وکرده   تعریف را رمزي اعداد

یازده



 باشـد.  »خودآمـوز « نوعی کتاب که است آمده عمل به کافی اهتمام کتاب کل در
 اینکـه  بـر  عـلاوه  کنـد.  مطالعـه  را آن اسـتاد،  کمـک  بدون   بتواند دانشجو که معنی بدین
 فصل هر آخر در هایی  تمرین ،است  شده گفته قضیه و تعریف هر براي متنوعی هاي  مثال
  .است  شده ارائه

 و لاتـین  مربـع  ماننـد  ترکیبیـاتی  مهـم  مباحـث  از اريیبس شد گفته که طور  همان
 يهـا   سالها  آن حل ولی اند،  شده ایجاد سرگرمی ۀمسئل یک از من،  کرك گانه  سه سیستم
 صـورت  اسـت  ممکـن  ابتدا در لذا ،اویلر) ادعاي حل (مانند است کشیده طول يمتماد
 تکاربا به احتیاج آن حل ولی برسد، نظر به افتاده پیش و ساده خیلی ترکیبیاتی مسئله یک

 ترکیبیـاتی  مسـائل  حل در تجربه بنابراین .رمزي اعداد مسائل مانند ،رددا خلاق ذهن و
 داشـتن  و هـا   قضیه بستن کار  به در دانشجو مهارت به ها  تمرین حل لذا است، مهم بسیار

  کند.  می شایانی کمک ترکیبیاتی تفکر و خلاقیت
 مؤلـف  لـذا  اسـت،  اهمیـت  حائز بسیار ریاضی کتاب هر ویراستاري تردید بدون

 ویراسـتاري  بـراي  موسـوي  فاطمه دکتر خانم سرکار زحمات از که داند  می خود وظیفه
  نماید. قدردانی و تشکر کتاب علمی

 ـ تـدوین  محترم کارشناس معدلت، سرکارخانم و تدوین محترم مدیریت از  ايرب
 دانیـال  مهندس يآقا از نمایم.  می تشکر اداري مراحل تمامی در مستمرشان هاي  پیگیري

 متحمـل  هـا   شـکل  ترسـیم  و فصـول  از برخـی  تایپ براي که زحماتی بابت طاهرخانی
 سپاس دریغشان  بی هاي  حمایت خاطر هب عزیزم خانواده از همچنین سپاسگزارم. اند،  شده

  دارم. ویژه قدردانی و
 تمـامی  از لذا، نیست. اشتباه و خطا از عاري کتاب این که مدار  می اذعان آخر، در

 ارسـال  را خـود  انتقـادات  و نظـرات  شود،  می تقاضا عزیز دانشجویان و بزرگوار اساتید
 گیرد. قرار مدنظر کتاب بعدي هاي  چاپ در تا کنند

  بشارتی نازلی       
  96 تابستان      

nbesharati@pnu.ac.ir

دوازده
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 اول لفص

 چیست؟ ترکیبیات

  کلی هدف
 شویم.  می آشنا ترکیبیاتی فومعر مسائل از برخی با فصل این در

  یادگیري هاي  هدف
 داشت: خواهد را زیر مطالب توضیح توانایی دانشجو فصل این پایان   در
 .چیست ترکیبیاتی ریاضیات. 1
 کند. بیان راها  آن ایجاد تاریخچه و بیاتیترک در مشهور و مهم مسائل. 2

  مقدمه
 باشد. نکرده حل را ترکیبیات ۀمسئل هیچ تاکنون کتاب این خواننده اگر بود خواهد آور  تعجب

 طـوري   بـه  ،شود برگزار تیم n بین باید که هایی  بازي تعداد شمارش به تاکنون آیا
 انتخـاب  چگـونگی  به آیا اید؟  پرداخته کند، بازي بار  یک دقیقاً دیگر تیم هر با تیم هر که  

 که اید  کرده فکر موضوع این به آیا اید؟  کرده فکر کلاس یک اعضاي از ورزشی تیم یک
 احتمـال  کند، ترك را امتحان ۀجلس امتحانی، مراقب اي  لحظه امتحان، ۀجلس سر در اگر

 آیـا  اسـت؟  چقدر نباشد خودش نزد در دانشجویی هیچ ۀورق مراقب، برگشت در اینکه
 گـردي  میـز  دور خـود  دوسـتان  از نفـر  7 با اگر که اید  کرده فکر موضوع این به تاکنون

 از بازوهایتـان کـه     طـوري   به بدهید دست هم با دو  دوبه توانید  می طریق چند به بنشینید؛
 اید؟  پرداخته سودوکو جدول یک حل به اخیراً آیا نکند؟ عبور هم روي
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 که دهد  می نشان ها  مثال این هستند. ترکیبیات مسائل از هایی  نمونه فوق، سؤالات
 مباحث به جدید هاي  تکنولوژي حیاتی نیاز دارد. ها  بازي و ها  سرگرمی در ریشه ترکیبیات،

 جدي مبحث یک به سرگرمی ریاضیات یک از ترکیبیاتی ریاضیات که شد باعث گسسته
 ،جبر مانند محض ریاضیات از زیادي هاي  بخش در و شود تبدیل ریاضیات در وسیع و

 مانند يکاربرد ریاضیات از زیادي هاي  بخش در و هندسه و توپولوژي ،احتمالات ۀنظری
 .ندک پیدا کاربرد گراف ۀنظری و ها  بازي ۀنظری ،ارگودیک ۀنظری ،رایانه علوم ،سازي  بهینه
 کامپیوتر که است اي  عمده تأثیر اخیر، هاي  سال در ترکیبیات   ةالعاد  فوق رشد دلایل از یکی

 هـاي   الگـوریتم  کـامپیوتري،  هـاي   برنامـه  اغلـب  اساس و پایه است. داشته ما ۀجامع بر
 زمـان  نظـر  از بیشـتر  وري  بهـره  براي ها  الگوریتم این وتحلیل  تجزیه که هستند ترکیبیاتی

  دارد. ترکیبیاتی تفکر به احتیاج نیاز، مورد   ۀحافظ و برنامه اجراي
 و داد قـرار  پوشـش  تحت سخنرانی ةدور یک در توان  می را ریاضی مباحث اکثر

 خاص ترکیبیات اما ل)،وا اعداد   ۀقضی (مانند رفت پیش ،شده تعریف هدف یکسمت  به
 تصـادفی  طـور   بـه  کـه  است نامرتبط هاي  پازل از اي  مجموعه که رسد  می نظر به و است

 بسـیار  گسـتردگی  ترکیبیـاتی،  مباحـث  کـه  اسـت  این تفاوت این دلیل اند.  شده انتخاب
  .است شده  کشیده  ریاضیات هاي  شاخه تمامی به ترکیبیاتی تفکر و دارد زیادي
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 دیگـر  عبـارت   بـه  دانست. مشخص قوانین براساساشیا  تنظیم هنر توان  می را ترکیبیات
 بنـابراین  است. مجموعه یک اعضاي مختلف هاي  آرایش روي بر مطالعه علم ترکیبیات

 سـاختارهاي  سـازي   بهینـه  و وتحلیـل   تجزیـه  شـمارش،  وجـود،  با مرتبط ترکیبیات علم
  شوند:  می تقسیم اساسی دستۀ دو به ترکیبیاتی مسائل است. متناهی گسسته

 معینی شرایط تحت را مجموعه یکاشیاي  بخواهد کسی اگر :آرایش یک وجود
 اگـر  اسـت.  غیرممکناشیا  براي آرایشی چنین که کند مشاهده است ممکن کند، مرتب
 یشـرایط  چـه  تحت که کرد مطرح را سؤال این توان  می ،باشد غیرممکن همیشه آرایش

  آورد. دست  به را مطلوب آرایش یک توان  می
در  باشـد،  ریپـذ   امکـان  خـاص  آرایـش  یک اگر :ها  آرایش يبند  طبقه یا شمارش

 وجـود  آن به سیدنر براي مختلف روش چند که گردد  می مطرح سؤال این صورت   این
 .کنیم  می يبند  دسته راها  آن و محاسبه را ها  روش تعداد دارد؛
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 را مختلف هاي  آرایش توان  می باشد، کم خاص   ۀمسئل یک در ها  آرایش تعداد اگر
 غیـرممکن  یـا  مشـکل هـا   آن کـردن  لیست باشد، زیاد ها  آرایش تعداد اگر اما کرد. لیست
ها  آن کردن لیست بدون ها  آرایش تعداد ۀمحاسب براي هایی  تکنیک دنبال  به باید لذا است،
 باشیم.

 مرتبط ترکیبیاتی، موضوعات که است این ترکیبیات از کلی توصیف یک بنابراین
  است. گسسته ساختارهاي تحلیل و تجزیه و شمارش وجود، با

  باشد: زیر مراحل شامل تواند  می ترکیبیاتی ۀمسئل یک ازحل  راه یک
I .آن براي ریاضی مدل یک تنظیم  

II .کوچک هاي  حالت براي محاسبه انجام 
III .مسئلهحل  راه آوردن  دست  به براي دقیق استدلال 

 ـ ،طـرد  - املش ـ اصـل  از تـوان   مـی  نمونه عنوان  به شمارش مسائل حل براي    ۀلان
 لازم ذکـاوت  و هوش حال این با کرد. استفاده و... بازگشتی روابط مولد، تابع کبوتري،

 وتحلیل  تجزیه بنابراین، .ببریم کار  به مسئله یک حل براي را فرمولی و روش چه تا است
 است. مهم بسیار ترکیبیاتی، مسائل حل در
  
 ترکیبیاتی مسائل از برخی معرفی 1-2

دادن  نشـان  بـراي  انتخـابی  سـؤالات  پـردازیم.   می ترکیبیاتی مسائل از نمونه چند به حال
ها  آن حل راه اما هستند اي  ساده مسائلها  آن از برخی است. یترکیبیات موضوعات ماهیت

هـا   آن حـل  راه که هستند دشواري مسائلها  آن از برخی و دارد خلاقیت و ابتکار به نیاز
  است. ترکیبیات در بزرگ دستاورد یک

 سه گروه پنج در دختر آموز  دانش 15 :1من  کرك   مدرسه اندختر   ۀمسئل .اول نمونه
 در روز هـر  را آمـوزان   دانـش  این توان  می آیا روند.  می روي  پیاده به هفته روز هر نفري،
 طـول  در گروه یک در بار  یک دقیقاً نفر دو هرکه    طوري  به ،داد قرار ينفر سه يها  گروه
  گیرند؟ قرار هفته

 مثـال  عنـوان   بـه  .است  شده حل و بیان 1847 سال در من  کرك توسط فوق ۀمسئل
  کرد: بندي  گروه زیر صورت  به را آموز  دانش 15 توان  می

                                                                                                                                               
1. Kirkman 
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  هفتم روز  ششم روز  پنجم روز روزچهارم  سوم روز  دوم روز  اول روز
3 2 1 7 4 1  14 5 1 13 9 1 10 8 1 12 6 1 15 11 1 
6 5 4 10 5 2 15 4 2 12 7 2 13 11 2 14 9 2 8 6 2 
9 8 7 13 6 3 12 8 3 11 4 3 9 5 3 15 10 3 14 7 3 
12 11 10 14 11 8 11 9 6 15 8 5 14 12 4 13 8 4 10 9 4 
15 14 13 15 12 9 13 7 10 14 10 6 15 7 6 11 7 5 13 12 5 

 
 کرد: بیانطورکلی   به توان  می را مسئله این

) توان  می آیا« n )6 ) در را دختـر  آمـوز   دانش 3 n )3 ) در روز 1 n )2  گـروه  1
 قـرار  گـروه  یـک  در بـار   یـک  دقیقـاً  نفر دو هرکه   طوري   به ،برد روي  پیاده به نفري سه

  »گیرند؟
، مثبت صحیح عدد هر ازاي به که شدداده  نشان 1970 سال در   )6(پیمانه 3

،تـوان   مـی  یعنی است. جواب داراي فوق ۀسئلم   در را آمـوز   دانـش  )6(پیمانـه  3
 گـروه  یـک  در بار  یک دقیقاً نفر دو هرکه  طوري  به برد، روي  پیاده به نفري سه هاي  گروه
  گیرند. قرار

 که داریم مختلف گردان 6 از افسر 36 مکنی  فرض :اویلر افسران ۀمسئل .دوم نمونه
 یـک  در را افسـر  36 این توان  می آیا است. مختلف درجات از افسر 6 داراي گردان هر
 یـک  سـتون،  هـر  و ردیف هر در که داد قرار طوري ستون 6 و ردیف 6 در نظامی ةرژ

  باشد؟ داشته وجود درجه هر از و گردان هر از افسر
 منفی جواب که بود معتقد او گردید. مطرح اویلر توسط 1782 سال در مسئله این

 تا مسئله این نداد. ارائه خود ادعاي براي اثباتی ولی ندارد وجود آرایشی چنین و است
 بررسـی  بـا  1تـاري  نـام  به فرانسوي افسر یک سال آن در ولی بود نشده حل 1900 سال
 چنین و است درست اویلر ادعاي که داد نشان و کرد حل را آن ممکن، هاي  حالت تمام

  ندارد. وجود آرایشی
 باشند. وجود فوق شرایط با فسرا n2کنیم  فرض .داد تعمیم توان  می را فوق ۀمسئل

 هر در و ردیف هر درکه   طوري   به ،داد قرار ستون nو ردیف nدر راها  آن توان  می آیا
 جـواب  کـه  زد حـدس  اویلر باشیم. داشته گردان هر از و درجه هر از افسر یک ستون،

nکه    يطور  به nمثبت صحیح عدد هر براي فوق ۀمسئل 2   و اسـت  منفـی  ،)4(پیمانـه 
                                                                                                                                               
1. Tarry 
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 و بـوس  پـارکر،  هـاي   نام به ریاضیدان سه 1960 سال در اما ندارد. وجود آرایشی چنین
n حالت براي فقط اویلر، حدس که کردند ثابت 1هندخریش 2 وn 6 اسـت.  درست 
n، nمثبت صحیح عدد هر ازاي  به دیگر، عبارت  به ,2 6، دارد. وجـود  آرایشـی  چنین 

 لاتـین  هـاي     مربـع  و لاتـین  مربع مهم مفهوم تعریف به منجر آن حل و مسئله این طرح
 ـ یـک  ،لاتـین  مربـع  از منظور .متعامدگردید دو    به    دو n    ۀآرای n ۀمجموع ـ یـک  رويn 

 ستون هر در و سطر هر در بار    یک دقیقاً Aعضو هرکه     طوري     به است Aمانند عضوي
 ایـن  ،بـود  هکـرد  استفاده لاتین حروف از آن نمایش در اویلر اینکه خاطر  به شود. ظاهر

 و لاتـین  مربـع  مـورد  در مفصـل  طـور     به 4     فصل در شد. مشهور لاتین مربع به ساختار
  کرد. خواهیم بحث آن هاي        کاربرد

 مربـع  ریاضـی،  هـاي         سـرگرمی  تـرین         قـدیمی  از یکی :جادویی مربع .سوم نمونه
 ـ یـک  ،n ۀتب ـمر از جادویی مربع یک است. جادویی nۀآرای n اعـداد  بـا  کـه  سـت ا 

n , , ,2 2 1 هـر  روي سـطر،  هـر  روي اعـداد  جمع        حاصلکه         طوري         به شود،        می اختهس 
 نـامیم.         مـی  مربـع  جـادویی  جمع ار S عدد باشد. S عدد با برابر آن قطر دو هر و ستون

  است. آمده زیر در 4 و 3 ۀمرتب از جادویی مربع یک مثال، عنوان        به
  

13  2  3  16          
8  11  10  5    2  9  4  
12  7  6  9    7  5  3  
1  14  15  4    6  1  8  

  S 34       S 15    
  

 حسـابی  تصـاعد  فرمـول  از اسـتفاده  با nۀمرتب از جادویی مربع اعداد همۀ جمع
  با: است برابر

n (n )n 
  

2 22 11 2 2 

 جـادویی  جمع با ستون) n(یا سطر nداراي nۀمرتب از جادویی مربع یک چون
S ،داریم: است  

(n ) n(n )nS           Sn  
  

2 2 21 1
2 2 

                                                                                                                                               
1. Parker-Bose-Shirkhande 



 ترکیبیات و کاربردها     6

 

 مربـع  یـک  ،n از مقـادیري  چـه  ازاي    بـه  کـه  اسـت  این شود        می مطرح که سؤالی
 بیابیم. آن ساختن براي عمومیحل     راه یک و دارد جودو nۀمرتب از جادویی

 منظور مشابه طور        به داد. تعمیم جادویی مکعب به را جادویی مربع ۀمسئل توان        می
nۀآرای یک ،nۀمرتب از جادویی مکعب یک از n n  صـحیح  اعداد روي n ,..., ,3 2 1 
 قطـر  چهار هر و پایه هر ستون، هر سطر، هر روي اعداد جمع        حاصلکه         طوري         به ستا

 ،حالـت   ایـن  در کـه  است واضح باشد. برابر هم با آن فضایی S n n31 12   .اسـت 
 وجود جادویی مکعب یک ،n از مقداري چه ازاي    به که کرد مطرح را سؤال این توان        می

1 شـکل  در دهـیم.  ارائه آن ساختن براي روش یک وجود، درصورت دارد؟ 1،  یـک 
S جـادویی،  مکعـب  ایـن  در .است        شدهداده     نشان 3 ۀمرتب از جادویی مکعب 42 4 و 

}هاي        مجموعه آن، فضایی قطر , , }10 14 18، { , , }8 14 20،{ , , }22 14 } و 6 , , }9 14   هستند. 19
  
  

    
  جادویی مکعب .1-1 شکل

  
 از پـازل  ایـن  دارد. باسـتان  چین در ریشه سودوکو پازل :سودوکو .چهارم نمونه

 2005 سـال  از و گردیـد  معرفـی  سـودوکو  نـام  با ژاپنی کمپانی یک توسط 1986 سال
 شد. گنجانده نیز ها        روزنامه رگرمیس صفحات در حتیکه         طوري         به یافت جهانی شهرت

 بـازي  ایـن  افزار        نرم کهپیداکرده  افزایش حدي به آن محبوبیت میزان اخیر، هاي        سال در
  .است گردیده رایج نیز همراه تلفن براي

9 جـدول  یـک  سـودوکو  متداول نوع 3 قسـمت  9 بـه  کـه  اسـت  9  افـراز  3
3 کوچک هاي        جدول هاي        خانه در را 9 تا 1 اعداد باید .است        شده  قرار تکرار بدون 3
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9جدول ستون و سطر هر درکه         طوري         به دهیم  هـر  در نباشـد.  تکراري عددي هیچ 9
 دشـواري  سـطح  د.نشـو         می مشخص قبل از لوجد هاي        خانه از تعدادي سودوکو، پازل
 نیـاز  مـورد  منطـق  و خالی هاي        خانه تعداد به بستگی آن حل طرز و سودوکو پازل یک

 سـودوکو  پـازل  هـر  در ریاضی، زبان به دارد. خالی هاي        خانه پرکردن ةنحو تعیین براي
9مربع یک هاي        درایه از تعدادي 9 فرد        منحصربه اي        گونه به را آن باید واست         شده داده 

9لاتین مربع یک به منطقی، و 9 زیرمربـع  9 هـر  در کـه  اضافی شرط این با کرد کامل 
3 2 شکل در باشند. داشته وجود 9 تا 1 از اعداد همۀ آن، 3 1،  9سـودوکو  یـک 9 

 مشـخص  قبـل  از ،اسـت         شـده  کشـیده  خـط هـا    آن زیر که اعدادي .است        شدهداده     نشان
  .اند        بوده

  

5 3 4 6 7 8 9 1 2 

6 7 2 1 9 5 3 4 8 

1 9 8 3 4 2 5 6 7 

8 5 9 7 6 1 4 2 3 

4 2 6 8 5 3 7 9 1 

7 1 3 9 2 4 8 5 6 

9 6 1 5 3 7 2 8 4 

2 8 7 4 1 9 6 3 5 

3 4 5 2 8 6 1 7 9 
  

  سودوکو جدول .2-1 شکل
  

 ـ یـک  که داد تعمیم صورت        این به را سودوکو پازل توان        می n ۀآرای n بـه  ارn 
,...,n اعـداد که         طوري         به نمود افراز است خانه nداراي ناحیه هر که ناحیه ,2  هـر  در 1
3شکل در شوند. ظاهر بار        یک ناحیه، هر و ستون هر سطر، 1، نـوع  ایـن  از مثال یک 

  .است        شدهداده     نشان سودوکو
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5  4  3  2  1  
3  2  1  5  4  
1  5  4  3  2  
4  3  2  1  5  
2  1  5  4  3  

  
 سودوکو جدول .3-1 شکل

  
 مسـائل  از بسـیاري  ۀریش ـ کـه  کـردیم  اشـاره  ابتـدا  در :1نـیم  يبـاز  .پنجم نمونه

 است ریاضی استراتژیکی بازي یک نیم، است. بوده ها        بازي و ها        سرگرمی در ترکیبیاتی،
 بـازي،  ایـن  در شود.        می انجام کبریت چوب یا ریزه        سنگ از هایی        کپه و بازیکن دو با که
 حتـی  (بـازیکن  .دارد        می        بر ریزه                سنگ یک حداقل کپه، یک از خود نوبت در بازیکن هر
 بردارد را ریزه        سنگ آخرین که بازیکنی بردارد.) ار کپه یک هاي        ریزه        سنگ تمام تواند        می

 ،16 قـرن  در واسـت          شده ابداع چین در بازي این کهاست         شده گفته است. بازي ةبرند
 2بوتـون  توسـط  1901سـال  در بـازي  این کنونی نام اند.        شده آشنا بازي این با اروپاییان

nimm" آلمانی         ۀکلم از بازي این نام شاید .است        شده ابداع  گرفتـه  »برداشتن« معناي به"
  باشد. شده

k)کنیم فرض ) k1 ترتیب        به ها        کپه از هرکدام که باشیم شتهدا ها        ریزه        سنگ از پهک 
kn شــامل ,...,n ,n2 ــزه        ســنگ 1  و هــا        کپــه تعــداد k بــازي، ایــن متغیرهــاي .باشــند ری

kn ,...,n ,n2  یک        کدام که است این ترکیبیاتی         ۀمسئل است. کپه هر در ها        ریزه        سنگ عدادت 1
 عبـارت         بـه  .کرد معرفی برنده استراتژي یک توان        می چگونه و شود        می برنده بازیکنان از

  .باشد قطعی بازي در او پیروزي تا کند حرکت چگونه بازیکن که کرد ارائه حلی    راه دیگر
 فقـط  ابتدا در اگر نمود. حل را مسئله توان        می راحتی  به باشد، کم ها        کپه تعداد اگر

 ةبرند آن، يها        زهیر        سنگ تمام برداشتن با اول بازیکن که است واضح باشیم داشته کپه یک
 ها        بازیکنشدن   برنده ،باشیم داشته ریزه        سنگ n2و n1 با ترتیب        به کپه دو اگر است. بازي

n آیا که است وابسته این به ولی نیست؛ بستهاو n2 و n1 مقدار به n1   خیر؟ یا ،2
  

                                                                                                                                               
1. Nim 
2. Boutan 
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nاگر n1  اول بـازیکن  حرکـات کـردن      تقلیـد  بـا  دوم بـازیکن  صورت        این در ،2
n اگر شد. خواهد برنده که باشد مطمئن تواند        می n1  مقدار برداشتن با اول بازیکن ،2

 تقلید با تواند        می اول بازیکن بار        این و کند برابر را کپه دو ةانداز تواند        می اول ۀکپ اضافی
 دو با نیم بازي بنابراین بود. خواهد بازي ةبرند که باشد مطمئن دوم، بازیکن حرکات از

 ـ و موضـوع  ایـن  بررسـی  هـا،         کپه تعداد افزایش با اما شود.        می حل کاملاً کپه  یـک  ۀارائ
  کرد. حل ریاضی مسئله یک صورت        به را آن باید و شود        می پیچیده برنده، استراتژیک

 100 گـروه  یـک  در اجتماعی ۀشبک یک در   کنید     فرض :رمزي بازي .ششم نمونه
  بگذارید: زیر شرح    به پیغامی گروه آن در توانید        می هستید. عضو نفري

 در کنیم، انتخاب دلخواه طور        به را گروه اعضاي از نفر 25 اگر بندم        می شرط من«
 یافـت  را نفر 5 توان        می یا باشند دوست دو        دوبه که یافت را نفر چهار توان        میها   آن بین
  »نباشند. آشنا دو        دوبه که

  دید. خواهیم ،8 فصل در را آن دلیل برد! خواهید را شرط که باشید مطمئن
 6 داریـم.  قرمـز  و آبـی  رنگی مداد دو و کاغذ قطعه یک و بازیکن دو کنیم فرض

 خـط  یـک  رويهـا    آن از ییتـا         سـه  هـیچ که         طوري         به کنیم        می انتخاب کاغذ روي نقطه
 را نقطـه  دو نوبـت  بـه  خـواهیم         می و دهیم        می مداد یک بازیکنان، از کدام هر به نباشند.
 کنـد  ایجـاد  رنـگ  هم اضلاع با مثلث یک که بازیکنی کنند. وصل هم        به و کرده    انتخاب

  است؟ برنده داراي بازي چنین همیشه آیا است. برنده
  کرد: بیان نیز زیر صورت        به توان        می را فوق         ۀمسئل
 وجـود  نفـر  3 حداقل کنیم انتخاب که نفري 6هر مهمانی، یک در که دهید نشان

 را یکـدیگر  کـه  دارنـد  وجـود  نفـر  3 حـداقل  یـا  و هسـتند  آشـنا  یکـدیگر  با که دارند
  شناسند.        نمی

  کرد: بیان نیز گرافی زبان به توان        می را مسئله این
 کـه  دهیـد  نشـان  کنـیم،  آمیزي        رنگ آبی و قرمز رنگ دو با را K6گراف هاي        یال اگر

Kیک آن در توان        می همواره   رد.ک پیدا آبی اضلاع با K3یک یا قرمز اضلاع با (مثلث) 3
 جواب داراي همواره فوق         ۀمسئل که دهیم        می نشان کبوتري ۀلان اصل از استفاده با

  داشت. خواهد وجود برنده یک همیشه دهیم انجام را فوق بازي اگر و است
  




