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  پيشگفتار ناشر
يك درس در يك  هاي دانشگاه پيام نور حسب مورد و با توجه به شرايط مختلف كتاب

و  ،، مـتن آزمايشـگاهي، فرادرسـي   كتـاب درسـي  صـورت   بـه  يا چند رشتة دانشـگاهي، 
  . دنشو درسي چاپ مي كمك

نيازهـاي  ي صاحب اثـر اسـت كـه براسـاس     مهاي عل ثمرة كوشش درسيكتاب 
، طراحـي   هـاي مصـوب تهيـه و پـس از داوري علمـي      درسي دانشـجويان و سرفصـل  

پـس از  . رسـد  به چـاپ مـي   ،آموزشي علمي و هاي در گروه آموزشي، و ويرايش علمي
 هايبـا دريافـت نــظر   ها و داوري علمي مجدد و  نظرخواهيبا چاپ ويرايش اول اثر، 

صـاحب اثـر در كتــاب تجديدنــظر     ،متناسب با پيشرفت علوم و فناوري و اصـلاحي
  . شود چاپ ميجديد  زباني و صوري با اعمال ويرايش كتاب ويرايش جديد كند و مي

 كمـك اسـتفاده از آن و  است كه دانشـجويان بـا    راهنمايي) م( متن آزمايشگاهي
  . دهند آزمايشگاهي را انجام مي و كارهاي عملي ،استاد

 ـ بـه منظـور غنـي   ) ك( درسي كمكو ) ف( هاي فرادرسي كتاب ر كـردن منـابع   ت
دانشـگاه   وبگـاه ند و يـا در  شـو  و بر روي لوح فشرده تكثير مـي درسي دانشگاهي تهيه 

  . گيرند قرارمي
  

 محتوا    و تجهيزات آموزشي وليدمديريت ت
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   مؤلفپیشگفتار
 

از آنجا که درك    . کتاب حاضر نتیجه سالها تجربه تدریس جبر در سیستم پیام نور است           

تر اسـت و بخـصوص در دانـشگاه     ي کمی مشکلمفاهیم مجرد نسبت به مفاهیم کاربرد     

پیام نور بار سنگین دروس ریاضی بر روي دانشجو متمرکز است سعی شـده اسـت تـا             

تقریباً تمام مفاهیمی کـه در  . حد امکان کتاب در قالب یک کتاب خودخوان عرضه شود   

بعضی از مطالب مهم به دلیل آنکه . آوري شده است شود در کتاب جمع  بحث می1جبر 

آوري  دانشجو از روند موضوع مورد بحث خارج نـشود و یـا جزییـات باعـث کـسالت         

درس نگردد در قسمت مسائل به آن پرداخته شده است، همچون مفهوم مهم زیرگـروه                

تشخیص آنکه چه موضوعاتی از درس باید در متن قرار گیرد و . گر در فصل ده   تعویض

. چه موضوعاتی در حاشیه آن مورد اختلاف اغلب نویسندگان جبر و دروس دیگر است

آینـد توسـط مـدرس بـراي دانـشجو مـشخص              مسلماً اهمیت مطالبی که در حاشیه می      

ظریه اعداد گر چـه  ارزي و مطالبی در ن هاي هم موضوعاتی از قبیل توابع، رابطه  . شود  می

باشند ولی ارائه آنها در مـتن درس و یـا اختـصاص فـصلی      جزء رئوس درس جبر نمی  

. باشد  جدا براي توابع، گویاي اهمیت آنها بعنوان ابزاري براي درك عمیق این کتاب می             

کردم ممکن است احتیاج به راهنمایی براي حل آنها باشد  تقریباً تمام مسائلی که فکر می

اب نه به صورت کامل بلکه تا حدي که دانشجو را ترغیب بـه اثبـات کامـل                 در آخر کت  

  هفت



 

 

در موارد بسیاري در سراسر کتاب صحبت از اعداد طبیعی، . مسئله کند آورده شده است

اعداد صحیح، اعداد گویا، اعداد حقیقی و اعداد مختلط شده اسـت کـه بـه ترتیـب بـه               

انـد و مراجعـی کـه از      نمایش داده شده و    ،  ،  ،دار    وسیله نمادهاي خط  

در انتها از استاد ارجمند آقاي دکتر . اند آنها استفاده شده است در آخر کتاب معرفی شده

بـر وزن آن افزودنـد صـمیمانه       ) علیرغم ضـیق وقـت    (ویراستاري کتاب   زاده که با      بیژن

  .کنم تشکر می

  

         محمد رضا فلکی

  

  هشت



  

  فصل اول 

  

  یی دوتايها عمل 
   

  مقدمه

بودنـد   یا موهوم ی یقیه شامل اعداد حق   ک ی حل معادلات  ي برا یرستانیدر دروس جبر دب     

 ـداد ین دروس آن چه واقعاً انجام م ـیدر بطن ا. میردک صرف  يادیوقت ز   م پاسـخ بـه  ی

  .ن اعداد بودی درباره جمع و ضرب ایسوالات 

 ییهـا  م و جمـع و ضـرب را فقـط روش        ینک یبال م  را دن  يتر  یلکدر جبر مجرد نگرش       

   را بدسـت ی، از دو عنصر مفروض عنصر سومین خاصیت از قوانیه با تبع  کم  یپندار  یم  

 )عمل  (ي مجموعه و تعداد  یکه در آن    کم  ینک ی را مطالعه م   ين جا مورد  یدر ا . دهند  یم

 ـا در   ی مفروض ـ يهـا   ، از داده  ین ـیم بر اساس قواعد مع    یخواه  یم و م  یدار    مجموعـه،  نی

  .ه باز هم در همان مجموعه باشدکم ی بدست آوریجینتا 

شن    يها ه شما پرداختن به جبر مجرد را مانند شمردن دانهکف احتمال دارد ین توصیبا ا 

 ـار مفیل بـس ی ـه جبر مجرد به چند دل   ک ید، در حال  ینک یهوده تلق ی ب يارک،   ساحل یک  دی

 دادها،ی ـرو  نـامربوط  يهـا   گذاشـتن جنبـه  نـار که در جبر مجرد بـا  کن  ینخست ا . است  

در جبـر     هکن است   یل دوم ا  یدل. میآور  ی شفاف نسبت به موارد آشنا بدست م       یدگاهید  

ها  پرتو آن   ه درکرا یه با ارزش هستند؛ زکم یریگ ی را در نظر ميدی جديها مجرد دستگاه

چند مورد   ه در آنک یلک یافتیبه علاوه با اتخاذ ره. مینک را حل یمیم مسائل قدیتوان یم

سرانجام   م وینک يریم از اتلاف وقت جلوگیتوان یم میریگ ی جا در نظر میکمشخص را 

  .طلبد یم   يادی وقت زیبائین زی بردن به ایباست هر چند پی زییه جبر مجرد به تنهاکن یا
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  :یلکهدف  

 ـان با تعر  ین فصل دانشجو  یدر ا      نا آش ـ S  مجموعـه ماننـد    یـک  ي رو یف عمـل دوتـائ    ی

S از  ین عمل در واقع تابع    یشوند و اگر چه ا      یم S به Sیعنیباشد  ی م : S S S   

s) نوشتن   يجا  به یول ,s ) s 1 2 s، ما از عبارت  3 s s 1 2 رده و آن را در ک استفاده 3

  .م بردیار خواهکه ن صورت بیتاب به همک سراسر

  :ی آموزشيها هدف 

  :ن فصلیان پس از خواندن ایدانشجو 

 كدر   مجموعه اسـت یکه به نوبه خود ک تابع یک را به عنوان  یف عمل دوتائ  ی تعر -1

(x,y)ا ی و (z,(x,y)) از نوع یهائ  عبارتيشه به جایرده و هم  ک z  از عبـارت  

x يآشنا  y z مینک ی استفاده م.  

ده ی ـچیپ یم ـک مورد بحـث  یه فهم عمل دوتائک یتواند در مواقع یشه می دانشجو هم -2

از    هک ـند و مواظب باشـد      کسه  ی جمع و ضرب اعداد مقا     یشود آن را با اعمال دوتائ       یم

  . نداشته باشديریپذ تکا شری یت جابجائی مورد بحث لزوماً انتظار خاصیعمل دوتائ

  :یف عمل دوتائیتعر 

  ه بـه هـر    ک است   ی، تابع  S ي رو  یعمل دوتائ    م،ی داشته باش  S مانند   يا  اگر مجموعه   

s)زوج مرتب    ,s )1 sه آن را با    کدهد    ی نسبت م  S از   ي عنصر S ياز اعضا  2 s1  نشان  2

  .میده یم 

s) نیبنابرا. میردکف از زوج مرتب صحبت      ین تعر یه در ا  کد  ینکملاحظه     ,s )1 با    الزاماً 2

(s ,s )2 s و   1 s1 sالزاماً با     2 s2  ـ نیکی 1  ـنکتوجـه  . ستی  ـ باه ک ـد ی   د بـه هـر زوج  ی

s) مانند  یهائ   را نسبت دهد از جمله زوج      S از   يعنصر   مرتب، ,s )2    با همs2 و s1ه ک 1

  .برابرند
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  ها مثال 

a  است و   ي رو ی عمل دوتائ  یک جمع،   -1 b a b   .   تفاضل(a b a b)    

  .هست   ي روی عمل دوتائیک یست؛ ولین   ي رویعمل دوتائ یک

  

a)  ضرب -2 b a b)   ي رو ی عمل دوتـائ   یک  ـ   ـ ا  ی  ـ و   ا  ی .  اسـت  ا  ی

 میتقس
a

(a b )
b

  ي رو ی عمل دوتائ  یک    ا  یو ی عمل دوتائ یک یول. است 

  )چرا؟ . (ستی نا ی  ،  ،  يرو

  

3- a b a b   3 2    ،   ،   ، ي رو ی عمـل دوتـائ    یک 1
   ، ـ     ای

  .است

  

 .است  X يها ر مجموعهی مجموعه تمام زSم و ی دار X مانند   يا  د مجموعه ینک فرض   -4

X  مثال اگريبرا { } Sآنگاه   1 { ,{ }}  X، و اگر  1 { , } 1   آنگاه 2

S { ,{ },{ },{ , }}  1 2 1 2  

 ـ اسـت ز S مجموعه ي روی عمل دوتائیک كعمل اشترا     S از یی اعـضا A  ،Bرا اگـر  ی

A باشند، آنگاه B A B  از يز عضوی ن Sعملیکز ین نحو اجتماع نیبه هم.  است  

  . استS يگر روی دیدوتائ

  

 ـ با درا  2×2 يها  سیعه تمام ماتر   مجمو S دینک فرض   -5  . باشـد یق ـی اعـداد حق   يهـا   هی

 ـ با Sن هر عضو از     یبنابرا    لکد بـش  ی
a b

c d

 
 
 

xآن    ه در ک ـباشـد     y a,b,c,d    را

  :یعنیم، ینک یف می تعرy و  x يها سیحاصلضرب ماتر

a b e f ae bg af bh

c d g h ce dg cf dh

      
      

      
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  : مثاليبرا.  استS ي روی عمل دوتائیک آنگاه  

        
      

     

3 0 1 3

1 1 1 1 1 0
 و 

     
      

     

1 2 2 1 4 5

0 1 1 2 1 2
  

 یـک  یل ـکند و بـه طـور       ک ینمل  ی تحم  ي را رو  یتی محدود ی عمل دوتائ  یکف  یتعر  

 ـ      .  داشـته باشـد    یعیرطبی غ يتواند رفتار   ی م یدوتائ عمل   هک ـم  یمعمـولاً مـا خواسـتار آن

  آشـنا و يهـا   با مثـال کیه حداقل خواص مشتر کم  یری را در نظر بگ    يا  ی دوتائ يها  عمل

  .استاندارد ما داشته باشند 

 یجابجـائ   را  باشـد آنگـاه     S مجموعه   ي رو ی عمل دوتائ  یک اگر    فیتعر 

s  هر يم اگر به ازا   یگوئ  یم ,s2 s می داشته باش  Sدر     1 s s s  1 2 2   گـر ی دياز سـو  . 1

s  هريد اگر به ازاشو یگفته م  ریپذ تکشر ,s ,s S1 2   .ر برقرار باشدیرابطه ز  3

(s s ) s s (s s )    1 2 3 1 2 3.   

  ها مثال 

  ال مثيبرا. ریپذ تک است و نه شری نه جابجائ يق روی تفر-1

( ) ( )    1 2 3 1 2  و 3  1 2 2 1  

  

a بصورت  ي رو ید عمل دوتائ ینک فرض   -2 b (a b)  2نیف شود در ای تعر 

  حال.  استیجابجائ  ه ک است یهیصورت بد 

(a b) c (a b) c ( (a b) c) a b c          2 2 2 4 4 2  

  و 

a (b c) a (b c) (a (b c)) a b c          2 2 2 2 4 4  

  .ستیر نیپذ تک شرستند پس یگر نیدیکشه برابر یج حاصل همیتانچون  
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aد ینک فرض -3 b ab   یدوتائ ن عملی ایجابجائ.  باشد ي روی عمل دوتائیک 2

  :میواضح است و چون دار

a (b c) a bc (a bc) abc      2 2 2 a) و 4 b) c ab c ( ab c) abc      2 2 2 4  

  .ستز ایر نیپذ تک شرپس  

  

  :ر استیپذ تک شر2×2 يها سی ضرب ماتر-4

a b e f i j a b e f i j

c d g h k l c d g h k l

              
                  

              
    

  فـوق را  يسـت تـساو   ه در بـالا آمـده ا      ک یبیها به ترت    سین ماتر یتوان با ضرب ا     یه م ک 

  : مثاليبرا. ستی نین عمل جابجائین حال ایبا ا. ردکق یتحق 

     
      

     

1 2 0 1 2 1

3 4 1 0 4 3
  یول   

     
      

     

0 1 1 2 3 4

1 0 3 4 1 2
  

  

 ـنکم توجـه   ین ـک ی را بررس  يتر  دهیچی پ يها  ه مثال کن  یقبل از ا      ه چهـار مثـال بـالا   ک ـد ی

 ـننـد و آن ا ک یر م ـک ـ را ذی و جابجائ يریپذ  تکن شر ی ما ب  يا  رابطه   چ یه ه ـک ـن اسـت  ی

 باشـد؛ خـواه   یتوانـد جابجـائ   ی م ـ ی عمل دوتـائ   یک. ن دو وجود ندارد   ین ا یب يا  رابطه

  .ر باشد، خواه نهیپذ تک باشد، خواه شریبجائر جایتواند غ یباشد، خواه نه و م   ریپذ تکشر

  

  دوB و Aاگـر  . مین ـک یف م ـی ـهـا تعر    مجموعـه  ي را رو  يگـر ین جا عمـل د    ی در ا  -5

Aمجموعه باشند آنگاه       B  تفاضل متقارن  را A و Bـ   ـا. مینـام  ی م  ن مجموعـه طبـق  ی

 نه بـه هـر   یتعلق هستند ول  م B و   Aه به   ک يف عبارتست از مجموعه تمام عناصر     یتعر

  نیبنابرا. ها آن يدو

A B (A B) (B A)     
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Aه در آن    ک  B شامل آن دسته از عناصر   يا   مجموعه A ه در ک استBـ ن  B ستند وی A 

  م یسیبنو میوانت ین میهمچن. ستندی نAه در ک است B از ي شامل تمام عناصريا مجموعه

A B (A B) (A B)   .   

  مجموعـه تمـام نقـاط داخـل    B  تمام نقاط داخل مربع و ۀ مجموع A اگر   1-1ل  کدر ش   

Aره باشد آنگاه یدا B  ه هاشورزده خواهد بودیشامل نقاط ناح.  

  

  

  1-1ل کش 

  

ــرا  ــال اگــر يب A مث { , , , , } 1 2 3 4 B و 5 { , , } 2 4 A آنگــاه 6 B { , , , }  1 3 5   و اگــر ،6

A {x | x , x }   B و 0 {x | x , x }     آنگاه  0

A B {x | x ,x }    0  

Aم ی دارA هر مجموعه ين به ازایهمچن  A  و A A .    

 نی ـدر ا.  باشد X يها  ر مجموعه ی مجموعه تمام ز   S مجموعه و    یک Xد  ینکحال فرض     

Aصورت   B A B    ي را روی عمل دوتائیک Sـ تعر  ده ی ـبوضـوح د . نـد ک یف م ـی

  S ير رو یپـذ   تک عمـل شـر    یک  هکم  ینک یادعا م .  است ی جابجائ ه عمل   ک  شود  یم

   باشند آنگاهX يها ر مجموعهیز C,B,Aاگر   یعنیاست؛ 

(A B) C A (B C)      

 ر مجموعـه طـرف  ی ـه هر طرف معادله فوق، زکم ید نشان دهی اثبات معادله فوق با  يراب  
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xد ینکفرض . گر استید (A B) C  ه کم یده ی و نشان مx A (B C)  .  

xه کاز آنجا   (A B) C   ، ر برقرار استی از دو حالت زیکی:  

I . xحالت        (A B)  و x C ، ای  

II.  xحالت        (A B)   وx C.   

xل  در حالت او     (A B)  هکند  ک یجاب م ی ا x A وx B   ا  ی وx A وx B .

 ـبرقرار باشـد، آنگـاه دار      یاگر اول  xم ی Aو  x B و x Cجـه  ی و درنتx A و 

x (B C)   ه  کن است   ی ا يمعنا  ه به کx A (B C)    . برقرار باشد آنگاه یاگر دوم 

x A   و x B   و x C    جه  یدر نت   وx A   و x (B C)   ن است ی ايه به معنا  ک

x هک A (B C)   . در حالت II   ،x (A B)  ه  کند  ک یجاب م ی اx A   و x B 

xا  یو   A   و x B .  م داشت یآنگاه خواه    برقرار باشد  یاگر اولx A و x B و 

x Cــه ی و در نت xجـ A و x (B C)  ــو ا ــا یـ ــه معنـ ــت  ين بـ ــآن اسـ ه کـ

x A (B C)   . برقرار باشد آنگاه     یاگر دوم x A   و x B   و x C   به عبـارت  

xگر ید A و x (B C)  ن یو بنابراx A (B C)   .   

A)ب اثبات   ین ترت یبد   B) C A (B C)     هی قـض  نیس ا کاثبات ع . شود  یامل م ک 

  .بعهده دانشجو است

  

6- A   مجموعه و    یک را S      را مجموعه توابع از A به Aصورت  نیدر ا. دیری در نظر بگ

 AA  را معمـولاً بـا   Sمجموعـه   . باشـد   ی م S ي رو ی عمل دوتائ  یکب توابع   کیعمل تر 

 یم بـسادگ ی ـب توابـع دار کی ـه از خـواص تر  ک ـ یدهند و با توجه به شـناخت        یش م ینما

  . استیرجابجائی غیلکر و در حالت یپذ تکن عمل شریم اینکم ثابت یتوان یم

  

  .مینک یف میر تعریبه صورت ز  یقی اعداد حقي را رو عمل -7

x y x y xy     
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  را ی است زیر و جابجائیپذ تکن عمل شریا 

(x y) z (x y xy) z x y xy z (x y xy)z              

x (y z) x (y z yz) x y z yz x(y z yz)              

  ه که دو عبارت بالا برابرند و از آن جا کرد کتوان ثابت  ی میبسادگ 

x y x y xy y x yx y x          

  . استین عمل جابجائیپس ا 
  

 در.  اسـت ی عمـل دوتـائ  یک ي سه بعدي فضاي بردارهاي روی عمل ضرب خارج   -8

  . استیر و نه جابجائیپذ تکن عمل نه شریه اکد یا  خواندهیات عمومیاضیر 

 ه در وهلـه اول ک ـد بهتر باشـد  یم شاینک را تمام    ی دوتائ يها  ه مبحث عمل  کن  یقبل از ا    

 يریپذ تک و شریت جابجائی ما با خاص یهمگ. میه آن دار   ب يازیه چه ن  کم  یروشن ساز 

 هـا را دانـسته   م و آنی آشنا هـست یقیا و اعداد حق   یح گو ی اعداد صح  يجمع و ضرب رو   

جـاد  ی ایمـان سـوال  یهـا برا  ه در مورد آنکافتاده است یچ وقت اتفاق ن یه. مینک یفرض م 

 يهـا   ستمی ـده و س  یدمان را وسعت بخش   یه هر چه قدر حوزه د     کن جاست   یته ا کن   .شود

  ویها خواص جابجائ ه در آنکم یخور ی بر ميادیم، به موارد ز  ینک ی را بررس  يناآشناتر

  دقـت یم ـکها  ستمین سیا اار ب ک يد برا ین صورت با  یدر ا . ستندی برقرار ن  يریپذ  تکشر  

  ویم در محاســباتمان از خــواص جابجــائیتــوان ی مــیم؛ فقــط در صــورتیداشــته باشــ 

ه در ک ـ یستمی ـن خواص در سیه اکم یه از قبل مطمئن باشکم ینکفاده  استيریپذ تکشر  

 ـباشند ز یح ساده م یمحاسبات مربوط به اعداد صح    . م برقرار است  ینک یار م ک  آن را هـر  ی

 ایه آکم ید نگران باشیم و هرگز نباینکن یگزی جاyx را با    xyم  یتوان  یم م یه بخواه ک  موقع

(x y) z    همان x (y z)    ـ. ا نـه  ی ـهست   ـ، هم یل ـک بـه طـور      یول شه آن قـدر    ی

  .مینگونه سوالات نگران باشی اید در مورد درستیم و حتماً بایستین شانس خوش
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  تمرینات

   است؟هاي زیر یک عمل دوتایی روي اعداد طبیعی   کدامیک از عمل1-1

a) الف b a b    

a) ب b a b    

a) ج b a b ab     
  

  توان تعریف کرد؟  عضوي چند عمل دوتائی می3روي یک مجموعه  1-2
  

پـذیر    نشان دهید عمل زیر روي مجموعه اعداد حقیقی هم جابجائی و هم شـرکت   1-3

  است؟

a b min{a, b}   
  

   عمل دوتائی تعریف کنید که،اعداد صحیح روي مجموعه 1-4

  .پذیر باشد جابجائی و شرکت) 1  

  .پذیر نباشد جابجائی باشد ولی شرکت) 2  

  .پذیر باشد نه جابجائی و نه شرکت) 3  
  

  را روي اعداد صحیح مثال بزنید که در پذیر و جابجائی  شرکتدوتائی  عمل 1-5

y ، x وجود داشته باشد بطوري که به ازاي هر xعددي صحیح مانند  y y  و 

yلزوماً  x y صحیح نباشد .  

  

  

  





 

  فصل دوم 

  

  ها گروه 
  

  مقدمه 

  ازیکـی . مین ـک یجرد را مطالعه م ميها ستمیم در جبر، انواع مختلف سیچنانچه قبلاً گفت    

ن فـصل بـا مفهـوم گـروه آشـنا       ی ـدر ا . ها گـروه نـام دارد       ستمین س ین انواع ا  یتر  يادیبن  

  .شد میخواه

 ـ ک ـ اسـت    ی تـداخل  ،دیات جد یاضی ر يها  یژگین و یتر   از جذاب  یکید  یبدون ترد     نیه ب

 ـ و يلـوژ ز، توپوی مثال اگر جبـر، آنـال  يبرا. دیآ  یش م یات پ یاضی مختلف ر  يها  شاخه    ای

  هـا  ن شاخهی در تمام ای خاصيها دهیه اکم ینک یم، مشاهده مینک را مطالعه  یاضیمنطق ر   

 بـه . شـود  یه همه جا ظـاهر م ـ   کهاست    دهین ا ی از هم  یکیمفهوم گروه   . شوند  یمطرح م 

  ذراتیـک زی و فوانتـوم ک یـک انک، میمی از علوم، ماننـد ش ـ     يگری د يها  علاوه در رشته    

  .ت دارندیها اهم رود، گروه یار مکات به عنوان ابزار به یاضیا ره ه در آنک، يادیبن

  :یلکهدف  

 حید ساختار گروه را بشناسد و با الگـو گـرفتن از اعـداد صـح    ین فصل دانشجو با   یدر ا   

 یشان نسبت به جمـع معمـول      یه عمل دوتائ  ک آشنا شود    یهائ  تحت عمل جمع، با گروه    

  .اعداد ناآشناتر است 
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  :ی آموزشيها هدف 

  مـثلاً  (ه تحـت اعمـال آشـنا    ک ـ را یهـائ  ن مجموعهکم تا حد مم   یخواه  ین فصل م  یدر ا   

 هک ـ ییهـا   مجموعهيتر و به ازا     یلکم بصورت   یشناخت  یم) ب توابع کیضرب، جمع و تر   

 ـا ها آشنا بوده متر با آنکه ک یم و اعمال دوتائیا  ردهکار  کها    متر با آن  ک   یم مـورد بررس ـ ی

 بـا  ی عمـل دوتـائ  یـک هـا تحـت     از مجموعهياریه بسک را کیم خواص مشتریده   قرار

 تحت عمل جمـع  م و در مورد یده یدارند در نظر گرفته و به آن نام گروه م       گریدیک

نه هـر عـدد   یا وجود قریت عدد صفر،   یم مانند خاص  ی از مفاه  یه بعض کم  ینک یم مشاهده

 جمـع جـزء خـواص       یت جابجـائ  یا خاص ی و   يریپذ  تکن شر یجمع و همچن   نسبت به 

تر بـودن،  کوچک ـا ی ـردن، بزرگتـر  ک بودن، عاد  یر مثبت و منف   ی نظ یمیمفاه    و  يجبر

  . نداردی آن بستگيباشد و به خواص جبر یم  خاص خود 
  

  هکد ینک فرض   فیتعر 

(i G  و  مجموعه یکعبارتست از ي روی عمل دوتائیک G،است   

(ii  ت،ر اسیپذ تکشر  

(iii ماننـد    يعضو e   در G      هـر    يه بـه ازا   یک ـ وجـود دارد بـه طور x در Gـ دار   می

x e e x x    و   

(iv  هـر عـضو     يبه ازا x در G ماننـد  ي، عـضو y در G ـ   هیک ـه طور وجـود دارد ب

x y y x e    .   

,G)شود و آن را با  یده مینام  گروه   ی همراه با عمل دوتائ   Gنصورت  یدر ا    ) ش ینما

عـضو    G در eعـضو  .  اسـت یر تهی غGه کدهد   یجه م ی نت (iii)ه  کد  ینکتوجه  . میده  یم

 ـ  یـک م داد فقـط  یه نشان خـواه کد ی نخواهد پائ يرید  (ارد  نام د    یهمان    نی عـضو بـا چن

  درyعضو ). می بنامیم توانست آن را عضو همان یجه خواه ی وجود دارد و در نت     یتیخاص  

(iv)   وسکمع x   مانند يه هر عضوکد  یم د ی نام دارد؛ خواه x وس دارد، وک معیک فقط  

 دکیت تاین واقعیسته است بر اینجا شایدر ا. میبنام  xوس  کم آن را مع   یتوان  ین رو م  یاز ا 

x معادلات   e یه عضو منحصر به فرد همان     کم  ینک  e e x x      هـر  ي را به ازا x در 
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G   ه  کند، حال آن    ک یارضاء مy   در (iv) به xه دو عـضو  ک ـد ی ـم دیواهخ ـ.  داردی بستگ

 يجـه اعـضا  یه باشـند و در نت  داشـت ي برابريها وسکتوانند مع یچ وقت نم یه  Gز  یمتما

  .خواهند داشت  y همچون ی متفاوتيها وسکمع  ،xمتفاوت 

 . اسـت ی عمل جابجـائ یک ه کست ین نیم فرض ما اینکد کین مناسب است تا   یهمچن  

 ـا. نام دارنـد     یآبل   يها   است گروه  یها جابجائ   ه عمل آن  ک ییها  گروه     بـه  ين نامگـذار  ی

  .صورت گرفته است) 18291802(ل آبل ی نيدان نروژیاضیر رافتخا

تـا   مینک ی مثال را مطرح ميم تعدادینک یها را بررس  گروهیه خواص عمومکن یقبل از ا  

   ازی بعضیخیالبته از لحاظ تار. مینکن مفهوم را در ذهن خواننده روشن یت ایلکم یبتوان

 مفهوم مجـرد  اند؛ ف شود وجود داشتهیره گروه به صورت مجرد تعکن یها قبل از ا     مثال

 ه مطالعـه ک ـ ی از موضـوعات ياریه مـردم متوجـه شـدند بـس    کل گرفت ک شیگروه زمان   

  ها قوت گرفت ر در آن کن ف ی هستند و ا   ك مشتر ي ساختار يها   مشخصه يردند دارا ک یم  

 ـ کنه هر      (ك مشتر ياه  یژگین و ید بتوان با مطالعه مجرد ا     یه شا ک  ک ت ـکدام بصورت ت

 يهـا  شرفتیل پیدر تحل. افتی در وقت و تلاش دست یجوئ  صرفه یبه نوع ) داگانهج  و

سازند و    یها خود را ظاهر م      ه هر زمان گروه   کادآور شده است    یبل  . یت. يموضوع ا   نیا

 ـ     تـوان آن    یم  ای هـا    یختگ ـی بـه هـم ر     ي و وضـوح از لابـلا      یرد، سـادگ  ک ـ یهـا را معرف

  .ابدی یم درخشش
  

  ها مثال 

  .مینک یها شروع م ن آنی از آشناتریکیا ها را ب مثال 

1 :( , )0و ی عضو همان –xوس ک عضو معxاست :  

x ( x) ( x) x     0  

  .میهست   است آشنا ير رویپذ تک شریی عملگر دوتا+ه کت ین خاصی ما با ایهمگ 

)ن نحو یبه هم  , ) و ( , )گروه هستند .  
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2- ( , )   وی عضو همـان 1است،   ير رو یپذ  تک شر ی عمل دوتائ  یکضرب  :  0

/ x1وس ک عضو معx   در رایاست ز x ( / x) ( / x) x   1 1 1  .  

)ن نحو   یبه هم    , ) )ه ک ـم  ینک ین وجود مشاهده م   یبا ا .  گروه است  یکز  ی ن 0 , ) 0  

 ـ بـه غ يچ عنـصر یست، چـون ه ـ  ی گروه ن  یک  .ستی ـوس نک ـ معيدارا + در 1ر از ی

( {}, ) 0 )و   0 { }, }) 0   ی منف ـ یقیل از اعداد حق   کمتش    - مجموعه.  گروه هستند  0

  .باشد ی نمی عمل دوتائیک - يرا ضرب رویست زی گروه نیکتحت عمل ضرب 
  

صورت   ه بهکها  یتائ n تحت جمع یقیز اعداد حق مرتب ايها  یتائ n مجموعه تمام    3

  : گروه استیکشود  یف میر تعریز

n n n n(a ,a ,...,a ) (b ,b ,..., b ) (a b ,a b ,..., a b )    1 2 1 2 1 1 2 2  

( , , ..., )0 0 )n و   یعضو همان  0 a , a ,..., a )  1 n(aوس عـضو  ک مع2 ,a ,...,a )1 . اسـت   2

اعداد    عمل جمع دريریپذ تکت از شرر اسیپذ تک بالا شریه عمل دوتائ کت  ین واقع یا

  .شود یجه می نتیقیحق

 يبردار  ي هر فضاي اعضایلکد بطور ینیب ید میرده باشک را مطالعه   ي بردار ياگر فضاها   

  .دهد ی گروه میکل کی تشيبردار تحت جمع
  

aه با ک را  یی عمل دوتا  4 b (a b)  2 يشده است رو داده دی ـری در نظر بگ.  

)ه  کم  ینک یمشاهده م  , )   ـبه چند دل  ر یپـذ  تکشـر    اولاً. ستی ـل مختلـف گـروه ن  ی

ن مطلب فرض ی اثبات ايبرا. ستی نی عضو همان ين عمل دارا  یتحت ا  اً  یثان   .ستین

aم داشت  ی خواه a هر   ين صورت به ازا   یدر ا .  باشد یعضو همان    eد  ینک e a   یعنی 

(a e) a 2 .  دهـد     یجـه م ـ  ین رابطه به نوبه خود نت     یو اe a /  چ ی و بوضـوح ه ـ    2

ن عضو یبنابرا. ندک، ارضاء  تمام اعداد در يا برا ن معادله ر  یتواند ا   ی نم eچون    يعدد

  .وجود ندارد  e یهمان

a ی با عمل دوتائ-}0{اگر    b ab   ـیب یم م ـینک را امتحان 2  ه گـروه بدسـت  ک ـم ین




