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  لفانؤپيشگفتار م

باشـد و   ي مناسب مـي ها كتابجايي احتياج به  از آنجا كه ادامه تحصيل در گرايش جابه
و بـه راحتـي در دسـترس دانشـجويان     در اين زمينه به زبـان لاتـين بـوده     ها كتاب اكثر

شـديم تـا كتـابي تهيـه كنـيم كـه اولا        د لذا برآنگير نور قرار نمي مخصوصا دانشگاه پيام
كتاب جامع و مناسـبي بـراي يـك نيمسـال      دانشجو كمتر به مشكلات برخورد كند ثانياً

اين كتاب شامل دو قسـمت بـوده كـه     .تحصيلي براي دانشجويان كارشناسي ارشد باشد
مجيـد   ليف آقايان دكتـر احمـد خاكسـاري و دكتـر    أت ها و مدول ها هدر قسمت اول حلق

ليف دكتر احمد خاكساري مـورد بررسـي قـرار    أارشاد و در قسمت دوم تئوري بعدها ت
د جهت استفاده دانشجويان دكتري نيز قرار گيرد و سعي بر آن شده تـا  توان ميگرفته كه 

كامل توضيح داده شود و خواننده به راحتي بتواند مطالب كتاب را دنبـال   طور بهمطالب 
متنوعي كه در كتاب گنجانده شده است بتواند تسلط خـود را بـه   كند و با حل تمرينات 

در اينجا از خانم سيده نگين صالحي دانشجوي كارشناسي ارشـد   .موضوع افزايش دهد
نويس اين كتاب را با دقت مطالعه نموده و با رهنمودهاي خـود   رياضي كه نسخه دست

  .كنيم مياند تشكر  مارا در بهتر شدن كتاب ياري داده
  
  

  ؤلفانم

  احمد خاكساري

  مجيد ارشاد

 هفت



  
  

  قسمت اول
  
  

  جايي ي جابهها هاي بر حلق مقدمه
  



  

  

  فصل اول
  
  

  ي اول و ماكسيمالها آل ايده
  
  

بـا آنهـا    كاملاً كنيم ميچند مطلب اساسي كه فرض  ،براي راحتي خواننده ،در اين فصل
را  )هـا  آل ايـده  (constraction)و انقباض  (extention)احتمالا به جز انبساط (آشناست 

در  هـا  هايـن تعـاريف و قضـي    .كنيم ميخلاصه همراه قضاياي مورد نياز يادآوري  طور به
  .ي بعد مكرر به كار خواهد رفتها فصل

  

  ها و همريختي ها هيادآوري از حلق 1-1
 ةدهنـد  نمـايش  Rجايي يكدار اسـت و معمـولا    جابه ةدر اين كتاب منظور از حلقه، حلق

و (+) است همراه با دو عمل دوتايي جمع  اي مجموعه Rلذا . خواهد بود اي حلقهچنين 
  :ي كهطور به(.) ضرب 
1. R  نمـايش  ) 0(عضو خنثي را بـا صـفر  (يك گروه آبلي است + همراه با عمل

 ).دهند مي

) پــذيري خاصــيت شــركت Rعمــل ضــرب روي  .2 ) ( )( )xy z x yz=  ضــرب
 .پذيري روي عمل جمع را دارد خاصيت

( )y z x yx zx,x(y z) xy xz+ = + + = +
  

xyداريم  R از y,xبراي هر دو عضو دلخواه  .3 yx=. 

t وي ماننــدـعضــ .4 R∈  ي كــه بــراي هــرطــور بــهوجــود دارد x R∈  داريــم
xt tx x= =. 

نامند و  دهند و عضو هماني يا يك حلقه مي نمايش مي »1«با  را معمولاً اين عضو  
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  ).چرا( منحصر به فرد است
فقط شامل يك عضو باشد آن را حلقه بديهي يـا   R اگر حلقه :1-1-1 تذكر مهم

R حلقه صفر گويند و داريم R=1 x ، بنابراين براي هر� R∈   داريـمx x x= = =1 � �، 
R نابديهي است اگر و تنها اگر Rلذا  R≠ بـيش از يـك عضـو     Rيا اگر و تنها اگـر   �1

  .داشته باشد
ــابع .باشــند حلقــه ′RوR كنيــد فــرض :تعريــف f ت : R R′→ را همريختــي 

(Homomorphism) ناميم، در صورتي كه به ازاي هر مي حلقه x, y R∈ داشته باشيم:  
1.f (x y) f (x) f (y)+ = ــذا .+ f ل (x y) f (x) f (y)− = f و − ( x) f (x)− =  و −

R Rf ( ) ′=� �)R� و R′�  صفرهايR  وR′ هستند(.  
2. f (x.y) f (x).f (y)=  
3 .R Rf ( ) ′=1 1 )R1  وR′1 يها يك R  وR′ هستند.(  

 )ايزومورفيسم(آن را يكريختي  ،، برو و يك به يك باشدfاگر همريختي  :تعريف

(Isomorphism) ــي ــاميم م ــه   ،ن ــورتي ك ــد   fدر ص ــرو باش ــا ب ــي  ،تنه آن را برويخت
 )منومورفيسم( آن را تكريختي ،باشدو اگر يك به يك  (Epimorphism) )مورفيسم اپي(

(Monomorphism) در صورتي كـه  . گوييم ميf   ،يكريختـي باشـد f نيـز يكريختـي    1−
  .خواهد بود

نامنـد، هـر    مي R(subring) ةحلقزيررا يك  Rاز  Sغيرتهي  ةزيرمجموع :تعريف

R ود تشكيل يـك حلقـه بدهـد و   خ R ةبا همان اعمال جمع و ضرب حلق Sگاه  S=1 1 
  .يك همريختي يك به يك است Rبه   Sبديهي است كه در اين صورت تابع شمول از

 Zزيـر حلقـه    Z2 آنگاه با تعريـف بـالا   ،اعداد صحيح باشد Zاگر  :2-1-1تذكر

  .يك ندارد Z2زيرا  ،نيست
  

  ج قسمتيي خارها هو حلق ها آل ايده 1-2
در  ،نامنـد  مـي  R(Ideal) آل ايـده را يـك   Rاز حلقـه   Iزير مجموعـه غيرتهـي    :تعريف

rو  Iاز  x، yصورتي كه به ازاي هر  R∈ داشته باشيم:  
1 .x y I− ∈.  
2 .xr I∈.  
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x لذا براي هر ،يكدار است Rاينكه از  :1-2-1تذكر I∈  داريـم R( ) x I− و  1∋

x با توان ميرا ) 1(بنابراين  y I+   .عوض كرد ∋
يـك زيـر    آل ايـده گفت هر  توان مين ،با توجه به تعريف زير حلقه :2-2-1تذكر

I چون ،حلقه است R=1  ،يـك نـدارد   آل ايدهدر حالت كلي (لزوما برقرار نخواهد بود  1
I مگر حالت بديهي R=(.  

Rدر اين صـورت تـابع    ،باشد R آل ايدهيك  Iفرض كنيد  :تعريف
f : R

I
بـا   →

xة ضابط R,f (x) x I∀ ∈ =  ،ايـن همريختـي را   .سـت ها هيك همريختي برو از حلق ـ +
x ونامند  مي (Natural Homomorphism) همريختي طبيعي I+ ًبـا  را معمولا [ ]x  يـا 

x )كلاس (x       بنابراين .دهند نشان مي f (x) مساوي x شود مي.  
 Rمحـض   آل ايدهرا  I در اين صورت ،باشد Rل آ ايدهيك  Iفرض كنيد  :تعريف

) هر گاه ،گوييم )R I I R∉ ≠1.  

R آنگاه ،باشد R آل ايدهيك  I اگر :3-2-1تذكر

I
 اگـر  بديهي است اگر و تنهـا نا 

I R≠ راگر و تنها اگ R R
I I

≠1 �.  

R :4-2-1 تذكر R R R
I I

I I , I= + = = +1 1� �.  

  

  5-2-1قضيه 

Rو  Rي از حلقه آل ايده Iفرض كنيد 
: R

I
φ در اين صورت  .همريختي طبيعي باشد →

R ةلقي حها آل ايده ةتناظر يك به يكي بين مجموع

I
 Rيي از هـا  آل ايـده ي  و مجموعـه  

Rاز  J آل ايدهه قسمي كه متناظر هر ب؛ برقرار است ،هستند Iكه شامل 

I
φ−(J) آل ايده  1 

I آل ايده Rاز  Iشامل  ′I آل ايدهرا خواهيم داشت و متناظر  Rاز 

I

Rاز  ′

I
بـه   .باشـد  مي 

باشـند كـه    Rيي از ها آل ايده ′′Iو ′Iاگريعني  ،كند يت را حفظ ميتناظر جزئعلاوه اين 

I I I′ ′′⊆ I آنگاه خواهيم داشت ⊇ I

I I

′ ′′
⊆.  

  .شود ساده و به خواننده واگذار مي .برهان
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fدو حلقه بوده و  ′Rو  R فرض كنيد :تعريف : R R′→  هـا  ههمريختـي حلق ـ 

  :كنيم ميدر اين صورت تعريف باشد 

( )R RKerf f { } {x R f (x) }−
′ ′= = ∈ =1

� �  

يك به يك اسـت  fباشد و  ميR آل ايدهيك  Kerfنشان داد كه  توان ميه راحتي ب
} اگر و تنها اگر }Kerf =   )چرا؟( �

fاگر  :6-2-1تذكر : R R′→ در ايـن صـورت   ،باشـد  ها هقهمريختي حلf (R) 

fو در نتيجـه  ) چـرا؟ (نيسـت   آل ايـده  است و لزومـاً  ′Rزير حلقه  : R f (R)→   يـك

*لــذا نگاشــت . باشــد مــي هــا ههمريختــي بــرو از حلقــ R
f : f (R)

ker f
 بــا ضــابطه →

*f (x ker f ) f (x)+  fختــي القــايي توســط را يكري f*و) چــرا؟( ، يكريختــي اســت=
  .نامند مي

  :كنند از علامات زير استفاده مي معمولاً ،باشد R آل ايدهيك  Iاگر  :7-2-1 تذكر

x , y R , x y(mod I) x y I x y I I∀ ∈ ≡ ⇔ − ∈ ⇔ − + =  
x I y I x y⇔ + = + ⇔ =  

  

  عليه صفر پوچ توان و مقسوم ،عضوهاي يكه 1-3

x يك حلقه و Rفرض كنيد  .تعريف R∈،  در اين صورتx عليه صـفر  را يك مقسوم 

R صفرگاه عضو غيرنامند هر مي y R∈  ي كهطور بهوجود داشته باشد xy = �.  
  .عليه صفر باشد تواند يك مقسوم لذا با اين تعريف خود صفر نيز مي

 (Intergral domain)نامنـد   صحيح مـي  ةصحيح يا دامن ةرا حوز R حلقه .تعريف

 xبه عبارت ديگر براي هر . باشد Rعليه صفر  نابديهي بوده و صفر تنها مقسوم Rهرگاه 

xy از Rمتعلق به  yو  = xبتوان نتيجه گرفت  � = yيا  � = �.  

Zدر حلقه  :مثال
6

− عضو 
.عليه صفر است زيرا  يك مقسوم 2

− − −
=2 3 �  

  .اعداد صحيح حوزه صحيح است Z :مثال

وجـود   nرا پوچ توان نامند هرگاه عدد طبيعي ماننـد   Rاز حلقه  xعضو  .تعريف

nx ي كهطور بهداشته باشد  0=.  
 nعليـه صـفر اسـت؛ زيـرا اگـر       هر عضو پوچ تـوان يـك مقسـوم    :1-3-1تذكر
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nxي كه طور بهترين عدد طبيعي باشد  كوچك = x nآنگاه  ،� n 1x x −= =�.  
Z در حلقه عكس اين مطلب در حالت كلي درست نيست مثلاً

6
. داريم 

− −−
=3 2 � 

−n داريم nاما براي هر عدد طبيعي  −
=3 3.  

y ؛ در صورتي كهنامند مي )يكال(را يكه  Rاز حلقه  xعضو  .تعريف R∈  يافت

xy ي كهطور بهشود  =1.  
منحصربه فرد  طور بهبالا در صورت وجود  در تعريف yشويم كه عضو  متذكر مي

 xدهنـد وآن را معكـوس    نمايش مي x−1 و معمولا با )چرا(شود  مشخص مي xتوسط 
  .نامند مي

بـا   Rنابـديهي   ي حلقةها توان ديد كه مجموعه يكال ه راحتي ميب :2-3-1 تذكر

  )چرا؟( .دهند عمل ضرب تشكيل يك گروه مي
هـر   نابـديهي بـوده و   Rنامند درصورتي كه  مي (field)را ميدان  Rحلقه  .تعريف

 زيرا اگـر  ،صحيح است ةبديهي است كه هر ميدان يك حوز .يكه باشد Rصفرعضو غير

xy = xو  � ≠ x آنگاه � (xy)− =1
y لذا ،� =  Z مـثلاً  ،اما عكس آن درست نيسـت  .�

  .صحيح است ولي ميدان نيست اعداد صحيح يك حوزة
  

  ها آل ايدهيادآوري اعمال مقدماتي روي 
 اسـت و اگـر   R حلقـة  آل ايـده نيـز   I+Jآنگـاه   ،باشـند  Rي حلقـة  هـا  آل ايده J و I اگر

{ }iI i J∈ ي حلقةها آل ايدهاز اي  خانواده R آنگاه ،باشد i
i J

I
∈
ي ها مجموعه تمام جمع ∑

iو  iI متناهي عضوهاي
i J

I
∈
ي متنـاهي از  ها ي متناهي از ضربها مجموعه تمام جمع ∏

i و )بعد توضيح كامل در صفحه( iIاعضاي 
i J

I
∈
 باشـند  مي R ةيي از حلقها آل ايدهنيز  ∩

J لازم به ذكر است هرگاه .)چرا؟( = φ باشد آنگاه i
i J

I R
∈

  .شود تعريف مي ∩=

تمامي تركيبات خطـي  مجموعه  ،باشد Rاز حلقه  اي مجموعهزير  Xهمچنين اگر 
n صورت متناهي به nr x r x r x+ + +

1 1 2 2
irآن  كـه در  را � R∈ و ix X∈  باشـد  مـي، 

xصورتي كه  در .ناميم مي Xتوليد شده توسط  آل ايده = φ  توليـد شـده    آل ايـده  باشـد
 مـثلاً  ،متنـاهي باشـد   Xو اگـر   گيرنـد  صفر در نظر مـي  آل ايدهارداد را بنابر قر Xتوسط 
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{ }nx , , x
1
 ـ را بـا علامـت زيـر    Xتوليد شـده توسـط    آل ايدهدر اين صورت  … كـار   هب

  :برند مي
n nRx Rx Rx x , ,x+ + + =< >

1 2 1
� �  

} تك عضوي باشد؛ مثلاً X و اگر }X x=، شـده توسـط    توليد آل ايدهx  را بـا Rx   يـا
x< خواننـد و بـه راحتـي ثابـت      مي x اصلي توليد شده توسط آل ايدهنمايش داده و  <
Rxيكه است اگر و تنها اگر  xشود كه  مي R= چرا؟  

توليـد شـده    آل ايـده  ،باشـند  Rلقـه  ي حهـا  آل ايده Jو   Iكه اگر كنيم مييادآوري 
} توسط }xy x I, y J∈ دهـيم و آن را حاصـل ضـرب دو     نمايش مـي  I Jرا با علامت ∋

  بنابراين .ناميم مي Jو  I آل ايده
n

i i i i
i

I J x y x I, y J,n N
=

⎧ ⎫⎪ ⎪= ∈ ∈ ∈⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∑
1

  

kI كلي اگر طور به , , I , I
2 1

  آمده توسطپديد  آل ايده ،باشند Rي حلقه ها آل ايده …

{ }k i ix x x x x I , i k∈ ≤ ≤
1 2 3

1…  
kI با را I I

1 2
kI يها آل ايدهحاصل ضرب  آن را و دهند نشان مي … I , I

2 1
 .نامنـد  مـي  …

kIدر صورتي كه  I I= = =
1 2

kI آل ايده ،� I I
1 2

دهنـد و   نشان مي kIرا با علامت  …
  :داريم

i

k t

i k i i ik in I
ij

I I I I x x x t N,x ∈
==

⎧ ⎫⎪ ⎪= = ∈⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∑∏ 1 2 1 2

11

… …  

توان ديد كـه   راحتي ميهمچنين به . كنند تعريف مي R داد بنابر قرار را �I ويژه به
I) يعنـي . پذيري دارنـد  ضرب خاصيت شركت با ها آل ايده I ).I I (I I )=

1 2 3 1 2 3
و چـون   

I لذا ،يي استجابجا حلقه I I I=
1 2 2 1

I داريم علاوه هميشه به و  I I I⊆
1 2 1 2

). چـرا ( ∩
  گيرد؟ اما تساوي چه زماني صورت مي

Iشود ايـن اسـت كـه     يي كه تساوي برقرار ميها حالت عنوان مثال يكي از به , I
2 1

 
Iيعني  باشند، (coprime)نسبت به هم اول  I R+ =

1 2
  زيرا .

( ) ( )( )
( ) ( )

I I I I R I I I I

I I I I I I I I

= = +

= + ⊆

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 1 2 2 1 2

∩ ∩ ∩

∩ ∩  
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I اريمدهميشه  طرفي از I I I⊆
1 2 1 I، لذا ∩2 I I I=

1 2 1 جالب اسـت تحقيـق    .∩2
يي اتفـاق  هـا  هافتد يا در چـه حلق ـ   ي ديگري اتفاق ميها شود اين موضوع در چه حالت

  .دافت مي
nRلازم به يادآوري است كه اگـر   , ,R ,R

2 1
تعـداد متنـاهي حلقـه جابجـايي      …

 اهآنگ ،يكدار باشند

( ){ }n
i i i n i i

i

R R x ,x , , x x R , i n=
=

⊕ = = ∈ ≤ ≤∏1 2 2

1

1…  

اي تشكيل يك حلقـه جابجـايي يكـدار بـا عضـو همـاني        با جمع و ضرب مولفه

( ), , , ,1 1 1 i ،نامتناهي باشد هاiR ولي اگر تعداد .دهد مي …1
i

R
∞

=
∏
1

با همان عمل جمـع   

iدهد اما  اي تشكيل حلقه مي  و ضرب مولفه iR∞
=⊕
1

دهـد زيـرا داراي    تشكيل حلقه نمي 

iعضو هماني نيست و فقط يك زير مجموعه از حلقه 
i

R
∞

=
∏
1

  .باشد مي 

  آنگاه داريم ،تهي باشديك مجموعه غير Iاگر  :ياد آوري

( ){i I i k i iR x ,x , , x , , , , x R ,k N∈⊕ = ∈ ∈
1 2

… � � � …  

( ){ }i i i
i j

R x ,x ,x , x R
∈

= ∈∏ 1 2 3
…  

  

  3-3-1قضيه 

  :معادلندزير ي ها هگزاردر اين صورت  ،يك حلقه نا بديهي باشد Rفرض كنيد كه 
1 .R ؛يك ميدان است  
  ؛هستند Rهاي آل ايدهها تن Rصفر و . 2
f يك حلقه نا بديهي و ′R راگ. 3 : R R′→ آنگـاه   ،شـند با ها ههمريختي حلقf 

 .يك به يك است

  :برهان

Iاگر  1⇒2 ≠ x آنگـاه  ،باشد آل ايدهيك  � ≠ لـذا   .وجـود دارد  I متعلـق بـه   �

R x x I−= ∈1
Iبنابرين  1 R=.)چرا( 

R اولاً چون 2⇒3 R Rf ( ) ′ ′= ≠1 1 يـك   Kerf  از طرفي .غير صفر است fلذا  ،�
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} لزوماً بايسـتي ) 2(نيست پس بنا به قسمت  Rطبق تعريف كل  است لذا R آل ايده }� 
  .يك به يك است fباشد بنابرين 

xفرض كنيد  3⇒1 R≠ } در اين صورت �∋ }Rx r x r R=  R آل ايـده يك  ∋
  .يكه است Rهر عضو غير صفر كه  كنيم ميحال ثابت  .است

xفرض كنيد  R≠ خواهـد   Rمحـض   آل ايده Rx يكه نباشد در اين صورت �∋

Rدر نتيجه حلقه . بود
R

Rx
′ f حال همريختي طبيعـي .بديهي استنا = : R R′→  را در

 ـ   fگيريم با توجه بـه فـرض    مينظر  } لـذا  .ك اسـت يـك بـه ي }Rx ker f= = پـس   ،�
Rx = xبنابرين  � = xكه اين تناقص با ) چرا( � ≠    .است �

  

  ل و ماكسيمالي اوها آل ايده 1-4

  كهصورتي  در ،نامند مي )prime(را اول  Rاز حلقه  P آل ايده :تعريف

1 .P R≠  
xyاگر  Rاز  yو  xبراي هر  .2 P∈،  آنگاهx P∈  ياy P∈. 

  

  1-4-1قضيه 

R اول است اگر و تنها اگر  Rاز P آل ايده

P
  .يك حوزه صحيح باشد 

) اسـت و  R اول آل ايدهيك  Pفرض كنيم : نبرها )( )x P y P P+ + بنـابراين  . =

xy P P+ xy لذا = P∈   و بنا بـه فـرض x P∈  يـا y P∈     دهـد  كـه ايـن نتيجـه مـي 

x p p+ yا ي = p p+ Rحال طرف عكس فرض كنيم  .=

P
xy حوزه صـحيح و   P∈، 

  بنابرين داريم
y p+ xyيا  = p p (x p)(y p) p x p p+ = ⇒ + + = ⇒ + =  

y p∈  ياp x p⇒ ∈  
  

  .دهند نشان مي Spec(R)را با علامت  Rي اول حلقه ها آل دهاي  مجموعه :گذاري علامت

m در صورتي كه ،نامند را ماكسيمال مي  Rاز حلقه m آل ايده: تعريف R≠  و به

m اگر ،Rاز  I آل ايدهازاي هر  I⊆ آنگاه I R=  ياm I=.  
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نشـان   Max(R)را بـا علامـت    Rي ماكسيمال حلقـه  ها آل دهاي  مجموعه :يگذار علامت

  .دهيم مي
  

  2-4-1قضيه 

Rماكسيمال است اگر و تنها اگر  Rاز حلقه  m آل ايده

m
  .ميدان باشد 

از اينكـه بـين    ،باشـد  Rماكسـيمال از حلقـه    آل ايـده يـك    mدفرض كني :برهان

R يها آل ايده

m
لـذا   ،است تناظر يك به يكي برقرار اسـت  mكه شامل  Rي ها آل ايدهو  

Rي ها آل ايدهتنها 

m
Rصفر و خود  

m
Rين انابرب. است 

m
 اگـر  از طرفي .يك ميدان است 

R

m
mي كه طور به آل ايدهيك  Iميدان باشد و   I⊆   در اين صـورتI

m
 آل ايـده  يـك  

R

m
I بنابرين .است  R= يا m  =I  لذاm ماكسيمال آل  ال ايدهR است.  

  

  3-4-1قضيه 

  .اول است Rاز حلقه  mماكسيمال  آل ايدههر 

R از اينكه :برهان

m
 يـك  mين ابنابر .باشد در نتيجه حوزه صحيح ميميدان است  

  .است Rاول  آل ايده
صفر در حلقه  آل ايدهزيرا . واره برقرار نيستعكس قضيه فوق هم :4-4-1تذكر 

  .ولي ماكسيمال نيست ،اول است Zاعداد صحيح 
g اگر :5-4-1تذكر  : R R ,f : R R′ ′′ ′→ آنگـاه   ،ي حلقه باشندها همريختي →

gof : R R′′→ )تركيب g,f ( باشد   ختي حلقه ميهمرينيز)چرا.(  
  

  6-4-1قضيه 

ــد  ــرض كني fف : R R′→ ــ  ــي حلق ــك همريخت ــا هي ــد ه ــر   ،باش ــن صــورت اگ در اي

P Spec R′∈ آنگاه f (P) SpecR− ∈1.  

R فــرض كنيــد: برهــان
: R

P
φ

′′ همريختــي طبيعــي باشــد، در ايــن صــورت  →




