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  پيشگفتار ناشر
صورت درسـنامه،   كتابهاي دانشگاه پيام نور حسب مورد و با توجه به شرايط مختلف به       

كتـاب  . شـود  درسـي چـاپ مـي     و كمك،آزمايشي، قطعي، متون آزمايشگاهي، فرادرسي    
ي ي صاحب اثـر اسـت كـه براسـاس نيازهـا     منخستين ثمرة كوششهاي عل  ) د (درسنامه

در   شـود و پـس از داوري علمـي    درسي دانشجويان و سرفـصلهاي مـصوب تهيـه مـي          
با دريافت بازخوردها و تجديد نظـر صـاحب اثـر و            . شود   چاپ مي  گروههاي آموزشي 

 هاي بـا دريافـت نــظر   .شـود  چاپ مـي ) آ( آزمايشياصلاح كتاب، درسنامه به صورت   
اثر در كتـاب تجديـد نــظر       ، صـاحب   متناسب با پيشرفت علوم و فناوري       و اصـلاحي

در صورت ضـرورت، در كتابهـاي     . شود  چاپ مي ) ق (قطعيصورت    كند و كتاب به     مي
  .ديآ تجديدنظرهاي اساسي به عمل تواند  ميچاپ قطعي نيز 

متوني است كه دانشجويان با اسـتفاده از آن و راهنمـايي            ) م (متون آزمايشگاهي 
و ) ف (كتابهـاي فرادرسـي  . دهنـد  مربيان كارهـاي عملـي آزمايـشگاهي را انجـام مـي      

كتابهاي . شوند  تر كردن منابع درسي دانشگاهي تهيه مي        به منظور غني  ) ك (درسي  كمك
أييـد شـوراي انتـشارات      درسي با ت    فرادرسي با تأييد معاونت پژوهشي و كتابهاي كمك       

  .شوند تهيه مي
  وليدمواد و تجهيزات آموزشيمديريت ت
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  پيشگفتار
  
  

تـرين درس دوره كارشناسـي        درس الكترومغناطيس به نظر اغلب دانشجويان فيزيك، مشكل       
انـد    هايي كه در اين زمينه به زبان فارسي نوشته و يا ترجمه شده             متأسفانه اغلب كتاب  . است

اب طـي   مؤلف اين كت  . بيند  به مفاهيم كل پرداخته و دانشجو در پايان كاربردي براي آنها نمي           
ساليان درازي كه به تدريس اين درس در دوره كارشناسي مشغول بوده اسـت بـه ايـن نيـاز            
دانشجويان پي برده و سعي كرده است كتابي را تدوين كند كه خلاء بـين مفـاهيم نظـري و                    

  .كاربردي را تا حد امكان پر كند
پيوسـت تنظـيم   شود اين كتاب در شش فصل و تعدادي                 همانطور در فهرست ديده مي    

مهمترين نكاتي كه در اين كتاب به عنوان يك منبع خودآموز در نظر گرفته شده               . شده است 
  :است عبارتند از

هاي حل شده هم به صـورت تحليلـي و هـم بـه            هر فصل شامل تعداد زيادي مثال      -1
هـا را خـودش هـم        براي اينكه دانشجو بتواند شبيه اين مثـال       . صورت عددي است  

 .اند خودآزمايي با جواب در هر فصل آورده شدهحل كند تعدادي 
  

  هفت



اي با جواب براي درك بهتر مفـاهيم          الات چند گزينه  ؤدر پايان هر فصل تعدادي س      -2
 .اند متن آورده شده

هاي حل شده ديگر و نيز مـروري بـر           پاسخ تمام مسائل پاياني هر فصل همراه با مثال         -3
جو داده خواهد شد تا خودآموز       جداگانه به دانش   CD يك   مطالب هر فصل به صورت    

الات مروري و مـسائل را      ؤبهتر است دانشجو ابتدا پاسخ س     . تكميل كند  بودن كتاب را  
 .هاي داده شده مقايسه كند آورده و سپس آنها را با جواب دست به

 كتاب براي اولين بار تعدادي از مسائل مهم الكترومغنـاطيس بـا اسـتفاده از                ايندر   -4
در نحوه حل اين مسائل و فايل مربوط بـه آنهـا نيـز     . اند  نرم افزار متمتيكا حل شده    

CD   تواند   چنانچه دانشجو با نرم افزار متمتيكا آشنا باشد مي        . داده خواهد شد   فوق
هاي ديگري از آن را پيـدا كـرده و يـا بـه               اببا اندكي تغيير در فايل هر مسأله، جو       

افزار متمتيكا فقط براي درك بهتر مفـاهيم          گردد كه استفاده از نرم      يادآوري مي . بيند
 .باشد جزء الزامات امتحاني درس الكترومغناطيس نمياست و ياد گرفتن آن 

ب ايـن   در خاتمه از شوراي محترم تخصصي گروه فيزيك دانشگاه پيام نور به خاطر تـصوي              
متن به عنوان يك كتاب درسي، از جناب آقاي دكتر جميل آريايي به خاطر راهنمايي در حل 

افزار متمتيكا، از جناب آقاي دكتر پرويز الهي به خـاطر ويـرايش علمـي                 مسائل به كمك نرم   
صالح به خاطر تايپ و آماده سازي متن و از كليه همكاران        كتاب، از سركار خانم پروا مرادي     

  .نمايم تدوين و انتشارات دانشگاه پيام نور تشكر و قدرداني ميگروه 
  .به خاطر صبر و حمايتشان ؛همسر و فرزندمكنم به  اين كتاب را تقديم مي

  
  دكتر سعيد محمدي

  اي دانشگاه پيام نور دانشيار فيزيك هسته
  1386 بهمن

  
  

  هشت



  
  

  راهنماي حل مسائل فصل اول
  

  

 آناليز برداري
  
 

  خلاصه مطالب 1-1

P به تر تيب به صورت       P  نقطه -1 ( , , z ) , P (x , y, z)ρ ϕ و P (r , , )θ ϕ  هـاي    در دستگاه
Aيـك ميـدان بـرداري       . شـود  اي وكروي بيـان مـي       استوانه،  دكارتيمختصات  

��

 بـه صـورت     

x y z(A ,A ,A x يـــا( x y y z zˆ ˆ ˆA a A a A a+ بـــه صـــورت  ، دكـــارتي در دســـتگاه +

z)(A ,A ,Aρ ϕ يـــا z zˆ ˆ ˆA a A a A aρ ρ ϕ ϕ+ بـــه صـــورت  اي و           دســـتگاه اســـتوانه  در+

r z(A ,A ,A )θ ــا r ي rˆ ˆ ˆA a A a A aθ θ ϕ ϕ+ . شــود  در دســتگاه كــروي نمــايش داده مــي +
  .توان از يك دستگاه به دستگاه ديگري انجام داد اي يا برداري را مي تبديلات نقطه

  
اي و كـروي بـه ترتيـب         اسـتوانه ،  دكـارتي هاي   هاي ديفرانسيل در دستگاه    جايي  جابه -2

  عبارتند از

x y xˆ ˆ ˆdl dx a dya dza= + +
�

  
  

zˆ ˆ ˆdl d a d a dzaρ ϕ= ρ + ρ ϕ +
�

  
  

rˆ ˆ ˆdl dr a rd a r sin d aθ ϕ= + θ + θ ϕ
�

  
  

  

dl
�

  .شود ه در جهت مبثت در نظر گرفته ميهميش 
  
   از عبارتند سطوح عمود ديفرانسيل در سه دستگاه به ترتيب-3
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rˆds r sin d d a

ˆr sin d d a

ˆrdrd a

θ

ϕ

= θ θ ϕ

= θ θ ϕ

= θ

2

     

z

ˆds d dz a

ˆd dz a

ˆd d a

ρ

ϕ

= ρ ϕ

= ρ

= ρ ρ ϕ

     
x

y

z

ˆds dydza

ˆdxdza

ˆdxdya

=

=

=

�

  

  

ds
  .ا منفي باشديتواند مثبت   بسته به سطح مورد نظر مي�
  
  هاي ديفرانسيلي در سه دستگاه عبارتند از  حجم-4
  

d V d x d y d z

d V d d d z

d V r s in d r d d

=

= ρ ρ ϕ

= θ θ ϕ2

  

  

A انتگرال خطي بردار     -5
��

ds برابر است با     L در امتداد مسير     
� 

L

A∫
�

اگـر مـسير بـسته      ،  

Aانتگرال خطي تبديل به گردش ، باشد
��

يعني ، شود  ميL پيرامون 
L

A.dl∫
��

�
.  

  

A شار يا انتگرال سـطحي بـردار         -6
��

 بـه صـورت      S از ميـان سـطح       
s

A.ds∫
�

 تعريـف   �

 Aانتگرال سطحي تبديل به شار خروجي خالص        ،   بسته باشد  Sوقتي كه سطح    ،  شود مي

عنيي، شود  ميSاز ميان 
s

A.dl∫
��

�
.  

  

v به صورت V روي حجم vρاي   انتگرال حجمي كميت نرده-7
v

dvρ∫شود  تعريف مي.  

  
∇گيري برداري با استفاده از عملگر ديفرانسيلي برداري           مشتق -8

��

شيب ،  شود  انجام مي  
∇Vوسط   ت Vاي   ميدان نرده 

��

Aو اگرايي ميدان برداري     ،  
��

. توسط    A∇
�� �

Aتاو   ،
��

 توسط  

A∇ ×
��

  .شوند  بيان ميV∇2 توسطV و لاپلاسين 
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 قضيه واگرايي،    -9
s v

A.ds . A dV= ∇∫ ∫
�� � �� ��

�
  ، انتگرال سطحي روي يـك سـطح بـسته را         

  

  .سازد به انتگرال حجمي مربوط مي
  

) قضيه استوكس،    -10 )
L s

A.dl A ds= ∇ ×∫ ∫
�� � �� �� �

�
  ، انتگرال خطي روي يـك مـسير بـسته          

  

  .كند را به انتگرال سطحي مرتبط مي
  

∇V اگر معادله لاپلاس،   -11 =2
ين صـدق    در يك ناحيه مع ـ    Vاي    ، توسط ميدان نرده   0

  . در آن ناحيه هماهنگ استVشود  كند، گفته مي
  

∇A.اي اسـت اگـر         يك ميدان بـرداري سـيملوله      -12 =0
�� ��

 و غيرچرخـشي يـا       باشـد،  
∇Aپايستار است اگر  × = 0

�� ��

.  
  

. روابط برداري    -13 A∇ ∇ × = 0

�� �� ��

∇V و    × ∇ = 0

�� ��

 خيلي مفيـد     در الكترومغناطيس  
  .اند  شده ساير روابط برداري در پيوست الف داده. هستند

  

  هاي حل شده مثال 1-2

ˆrبردار ): 1-1(مثال  ˆ ˆB a r cos a a
r θ ϕ= + θ +10��

 را برحسب مختصات دكارتي و 

B)-3، 4، 0(مقادير . اي بيان كنيد استوانه
��

π، -2( و 
2

 ،5( B
��

  .دست آوريد  را به

 )19-1(با استفاده از معادله : جواب       

  

x

y

z

B sin cos cos cos sin r

B sin sin cos sin cos rcos

cos sinB

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ θ ϕ θ ϕ − ϕ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ = θ ϕ θ ϕ ϕ θ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

θ − θ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

10

0 1

  

  يا 
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x

y

z

B sin cos r cos cos sin
r

B sin sin r cos sin cos
r

B cos r cos sin
r

= θ ϕ + θ ϕ − ϕ

= θ ϕ + θ ϕ + ϕ

= θ − θ θ

2

2

10

10

10

  

  

)اما  ) /
r x y z= + +

1 2
2 2 2 ،

( ) /
x y

tan
z

−
+

θ =

1 2
2 2

y و 1
tan

x
−ϕ = 1.  

  
  در نتيجه

( )
( ) ( )

( ) ( )

/

/ /

/ /

x y
z z

sin , cos
r r

x y z x y z

y y x x
sin , cos

x y x y

+
ρθ = θ = =

+ + + +

ϕ = ϕ = =
ρ ρ+ +

1 2
2 2

1 2 1 2
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2
2 2 2 2

  

  
z در روابط مربوط به ن مقادير فوقبا قرار داد y xB ,B ,Bداريم   

( )( ) ( )

( )( ) ( )

( )
( )

x / /

y / /

/

z /

x x z y
B

x y z x yx y x y z

y y z x
B

x y z x yx y x y z

z x yz
B

x y z x y z

= + −
+ + ⎡ ⎤ ++ + +

⎢ ⎥⎣ ⎦

= + +
+ + ⎡ ⎤ ++ + +

⎢ ⎥⎣ ⎦

+
= −

+ + + +

2

2 2 2 1 2 1 2
2 22 2 2 2 2

2

2 2 2 1 2 1 2
2 22 2 2 2 2

1 2
2 2

2 2 2 1 2
2 2 2

10

10

10

  

Bبردار 
��

   برابر است با
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x x y y z zˆ ˆ ˆB B a B a B a= + +
��

  
  

B)-3، 4، 0(در نقطه با توجه به اين كه 
��

 ،3- = x ، 4 = y 0 و = zداريم.  است  
 

x

y

z

x y

B

B

B

ˆ ˆB a a

= − + − = −

= + − =

= − =

= − +

30 4
0 2

25 5

40 3
0 1

25 5

0 0 0

2

��

  

 
  داريم) 25 -1(اي، طبق رابطه  براي تبديل از مختصات كروي به مختصات استوانه

  

z

B sin cos r

B r cos

cos sinB

ρ

ϕ

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ θ θ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ = θ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

θ − θ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

10

0

0 0 1

0 1

  

  يا

z

B sin r cos
r

B

B cos r sin cos
r

ρ

ϕ

= θ + θ

=

= θ − θ ϕ

210

1

10

  

  

)اما  ) /
tan , r z

z
− ρθ = = ρ +

1 2
1 2   ، در نتيجه 2
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( ) ( )

( )

( )

/ /

/

/
z

z
sin , cos

z z

z
B z .

z z

z z
B z .

z z

ρ

ρθ = θ =
ρ + ρ +

ρ= + ρ +
ρ + ρ +

ρ= − ρ +
ρ + ρ +

1 2 1 2
2 2 2 2

21 2
2 2

2 2 2 2

1 2
2 2

2 2 2 2

10

10

 

  بنابراين
  

( ) ( )
z/ /

z z z
ˆ ˆ ˆB a a a

z zz z
ρ ϕ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ρ= + + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

ρ + ρ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ + ρ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2

2 2 1 2 2 2 1 2
2 2 2 2

10 10��

  

  

Bدر نقطه  , ,
π⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
5 2

2

��

 ،5 = ρ ،πϕ =
2

  در نتيجه. باشد  ميz = -2 و 

  

z

/ / z

ˆ ˆ ˆB a a a

ˆ ˆ ˆa a a

ρ ϕ

ρ ϕ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−= + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= + +

50 4 20 10

29 2929 29

2 467 1 167

��

  

  

 توجه كنيد در هر نقطه
  

( )| B r , , |θ ϕ
��

 = ( )| B , ,z |ρ ϕ
��

=( )| B x, y,z |
��

  
  

دست  تصاتي مربوط بههاي مخ اي زير را در دستگاه هاي نرده  شيب ميدان):2-1(مثال 

  .آوريد

zV )الف e sin x cos hy−= 2  

U )ب zcos= ρ ϕ2
2  
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W )ج r sin cos= θ ϕ2
10  

   )الف: جواب       

x y z

z z z
x y z

V V V
ˆ ˆ ˆV a a a

x y z

ˆ ˆ ˆe cos x cosh ya e sin xsinh ya e sin x cosh ya− − −

∂ ∂ ∂∇ = + +
∂ ∂ ∂

= + −2 2 2 2

��

  

  )ب

z

z

U U U
ˆ ˆ ˆU a a a

z

ˆ ˆ ˆz cos a z sin a cos a

ρ ϕ

ρ ϕ

∂ ∂ ∂∇ = + +
∂ρ ρ ∂ϕ ∂

= ρ ϕ − ρ ϕ + ρ ϕ2

1

2 2 2 2 2

��

  

  ) ج

r

r

W W W
ˆ ˆ ˆW a a a

r r r sin

ˆ ˆ ˆsin cos a sin cos a sin sin a

θ ϕ

θ ϕ

∂ ∂ ∂∇ = + +
∂ ∂θ θ ∂ϕ

= θ ϕ + θ ϕ − θ ϕ2

1 1

10 10 2 10

��

  

  

  الاتؤپاسخ س 1-3

   برابر است بادكارتياي و مختصات  رابطه بين مختصات استوانه)  الف-1
  

z

H cos sin xy z

H sin cos x yz

H xyz

ρ

ϕ

⎡ ⎤ϕ ϕ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥= − ϕ ϕ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2

2

2

0

0

0 0 1

  

  
  اي عبارتند از  در مختصات استوانهHهاي  مؤلفه

  

z

H xy zcos x yzsin

H xy zsin x yzcos

H xyz

ρ

ϕ

= ϕ + ϕ

= − ϕ + ϕ

=

2 2

2 2

2
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yبا قرار دادن مقادير  sin , x cos= ρ ϕ = ρ ϕدر روابط فوق داريم   
  

z

H zcos sin zcos sin zsin

H zcos sin zcos sin zcos sin cos

H z sin cos

ρ

ϕ

= ρ ϕ ϕ + ρ ϕ ϕ = ρ ϕ

= −ρ ϕ ϕ + ρ ϕ ϕ =ρ ϕ ϕ ϕ

= ρ ϕ ϕ

3 2 2 3 2 2 3 2

3 3 3 3 2

2 2

1
2

2

2 2

2

  

  
   برابر است بادكارتيطور رابطه بين مختصات كروي و  همين

  

rH sin cos sin sin cos xy z

H cos cos cos sin sin x yz

H sin cos xyz

θ

ϕ

⎡ ⎤⎡ ⎤ θ ϕ θ ϕ θ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥= θ ϕ θ ϕ − θ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥− ϕ ϕ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2

2

2
0

  

  

x rsin cos , y r sin sin , z r cos= θ ϕ = θ ϕ = θ  
  

   در مختصات كروي عبارتند ازHهاي  مؤلفه
  

( )
( )
( )

rH r sin cos sin cos sin sin cos

H r sin cos sin cos sin cos r sin cos sin

H r sin cos sin cos sin cos

θ

ϕ

= θ θ ϕ ϕ θ ϕ + θ

= θ θ ϕ ϕ θ θ ϕ − ϕ θ

= θ θ ϕ ϕ θ ϕ

4 2 2 2

4 2 4

4 2

2

2

2

  

  
  اي عبارتند از ، مختصات استوانه)3، -4، 5(در نقطه ) ب
  

 /

z

, z ,

tan ( )

ˆ ˆ ˆH a a a

−

ρ ϕ

ρ = =

ϕ = − =

= + −

1

5 5

4
360 306 87

3

288 84 300

� �

�
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  :همينطور مختصات كروي در اين نقطه برابرند با

/ r /

r , sin , cos , sin ,cos

ˆ ˆ ˆH a a aθ ϕ

= = θ = θ = ϕ = − ϕ =

= − + +

1 1 4 3
50 5 2

5 52 2

8 485 415 8 84

��

  

  

2-                  x y z
x cos yz x

ˆ ˆ ˆG a a a
⎛ ⎞ϕ= + + −⎜ ⎟
⎜ ⎟ρ ρ ρ⎝ ⎠

2

2 2

2
1

��

  

  
) برحسب مختصات كروي z , y , xρ ,كافي است در رابطه فوق، به جاي )r, ,θ ϕ قرار 

  .دهيم

( ) ( )/ /

x r sin cos

y r sin sin

z r cos

x y r sin cos r sin sin r sin

= θ ϕ

= θ ϕ

= θ

ρ = + = θ ϕ + θ ϕ = θ
1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2

  

  
Gبردار 

��

  شود با  برابر مي
  

x y z

x y z

rsin cos r sin cos sin r sin cos
ˆ ˆ ˆG a a a

rsin r sin r sin

ˆ ˆ ˆcos a cotan sin a sin a

⎛ ⎞θ ϕ θ θ ϕ θ ϕ= + + −⎜ ⎟
⎜ ⎟θ θ θ⎝ ⎠

= ϕ + θ ϕ + ϕ

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2
1

2

��

  

  
   برابر است بادكارتياما رابطه بين مختصات كروي و 

  

rG sin cos sin sin cos cos

G cos cos cos sin sin cot an sin

G sin cos sin

θ

ϕ

⎡ ⎤⎡ ⎤ θ ϕ θ ϕ θ ϕ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥= θ ϕ θ ϕ − θ θ ϕ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥− ϕ ϕ ϕ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2

2

2

0
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  .آورد دست  را در مختصات كروي بهGهاي بردار  توان مؤلفه از رابطه فوق مي
  

3-                            ( )H . dl x dx y dy= +∫ ∫
2 2

�� �

  

  

L  ،dyاما روي مسير  xdx , y x= = 2
  ، با قرار دادن در رابطه فوق2

  

( )
L

x
H . dl x x dx x= + = + = + =∫ ∫

1 6

2 5 3 1 1

0 0

0

1 2 1 1 2
2

3 6 3 3 3

�� �

  

  

sتوان به پـنج قـسمت          را مي  S، سطح   1-1 طبق شكل    -4 , s , s , s , s
5 4 3 2  تقـسيم   1

  اي  در مختصات استوانهVبا نوشتن . كرد
  

                              
  

  .4ئل مربوط به مسا .1-1 شكل

  

( ) ( )

s s s s s

V x y z z cos sin

A Vds

= + = ρ ϕ + ϕ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = + + + +
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
1 2 3 4 5

�� �

�

  

  
V ds A A A A A= + + + +

1 2 3 4 5

� ��� ��� ���� ���� ����

  

1S

2S

3S

4S

5S

x

y

z
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zˆdsبراي  d d a , z , A= ρ ϕ ρ =
1

2

� ���

  ، در نتيجه
  

( )
/

zˆA z cos sin d d a
π

ρ= ϕ=

= ρ ϕ + ϕ ϕ ρ =∫ ∫
1 2

2

1

0 0

���

( ) ( ) ( )z z zˆ ˆ ˆsin cos a a a

π
ρ ϕ + ϕ = − − + =
3

1

0

2 4
22 1 0 0 1

3 3 3

0

  

  
)براي  )zˆds d a , z , A= ρ ϕ − =

2
0

� ���

  ، در نتيجه
  

( )
/

zˆA z cos sin d d a
π

ρ= ϕ=

= − ρ ϕ + ϕ ϕ ρ =∫ ∫
1 2

2

2

0 0

0

���

  

  

dsˆبراي  d dz a , , Aρ= ρ ϕ ρ =
3

1

� ����

  ، در نتيجه

( ) ( ) ( )
/

z

z
ˆ ˆ ˆA z cos sin d dz a a a

π

ρ ρ ρ
= ϕ=

= ρ ϕ + ϕ ϕ = + =∫ ∫
2 2 2

22 2

3 0

0 0

1 1 1 4

3

����

  

  

dsˆبراي  d dz a , , Aϕ
π= ρ ϕ =

4
2

� ����

  ، در نتيجه
  

( ) ( )
z

z
ˆ ˆ ˆA z cos sin d dz a a aϕ ϕ ϕ

ρ= =

ρ= ρ ϕ + ϕ ρ = + =∫ ∫
1 2 2

1 2

4 0 0

0 0

0 1 1

3 2

����

  

  

)براي  )ˆds d dz a , , Aϕ= ρ − ϕ =
5

0

� ����

  ، در نتيجه
  

ˆA aϕ= −
5

����

  
  

  طور كلي خواهيم داشت بنابراين، به
  

z zˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA a a a a a aϕ ϕ ϕ ϕ= + + + − = +4 4
0 4 4

3 3

��
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  هاي مختصات مناسب، خواهيم داشت  با حل در دستگاه-5
  

                   )     لفا
x y zˆ ˆ ˆA y a za y a

. A

∇ × = − + −

∇ ∇ × =

2 2
2

0

�� ��

�� �� ��

   

  

                )       ب
( ) zˆ ˆA z a a

. A

ϕ∇ × = ρ − + ρ

∇ ∇ × =

2 3 2
3 4

0

�� ��

�� �� ��

   

  

    ) ج
r

cos
ˆ ˆA cotan cos a cos a

r sinr

. A

θ
ϕ⎛ ⎞∇ × = − θ ϕ + + θ⎜ ⎟θ⎝ ⎠

∇ ∇ × =

3

1 1

0

�� ��

�� �� ��

   

  
6-                                                H K T= ∇

�� ��

  

.H K . T K T∇ = ∇ ∇ = ∇2
�� �� �� ��

  
  

∇Tچون  =2
.شود، در نتيجه   مي0 H∇ =0

�� ��

  
  
  دكارتيبا حل در مختصات )  الف-7
  

( ) ( ) ( ) ( )x y z

yx z
x y z

. V A VA VA VA
x y z

AA A V V V
V A A A

x y z x y z

V . A A . V

∂ ∂ ∂∇ = + +
∂ ∂ ∂

∂⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

= ∇ + ∇

�� ��

�� �� �� ��

  

  

V,Aبا قراردادن به جاي ) ب
��

  

( ). V A xyz∇ = 2

�� ��
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  . اثبات كرددكارتيتوان به راحتي در دستگاه مختصات  اين مسأله را مي)  الف-8
  

)  )   ب ) r
cos cos sin cos sin

ˆ ˆ ˆV A a a a
r r r

θ ϕ
θ ϕ θ ϕ θ∇ × = + +
3 3 2

2�� ��

  
  

9-                              ( ) ( ). U z y y∇ ∇ = − −2 2
2

�� ��

  
  

10-    x y z x y
x yˆ ˆ ˆ ˆ ˆln ln a ln a ln a a a

x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∇ ρ = ρ + ρ + ρ = +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ρ ρ⎝ ⎠
2 2

��

  

  

  از طرف ديگر
  

( )z z

x y x y

x y zy
ˆ ˆa tan a

x y
tan

x

x y x y
ˆ ˆ ˆ ˆa a a a

x y x y

−

−

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂⎛ ⎞∇ × ϕ = ∇ × =⎜ ⎟

⎝ ⎠

= + = +
+ + ρ ρ

1

1

2 2 2 2 2 2

0 0

�� ��

  

  

  .كه دو طرف با ديگر برابر هستند
  

11-                                ˆ ˆa , a
r sin rϕ θ∇ϕ = ∇θ =

ϕ
1 1�� ��

  
  

âr

sin sin

r
ˆsin a

sin r

θ

θ

∇θ =
θ θ

⎛ ⎞∇θ∇ × = θ = ∇ϕ⎜ ⎟⎜ ⎟θ⎝ ⎠

1

��

��

�� ��

  

rبنابراين 

sin

⎛ ⎞∇θ∇ϕ = ∇× ⎜ ⎟⎜ ⎟θ⎝ ⎠

��

�� ��

  

  

  هاي مختصات مربوطه، خواهيم داشت  با حل در دستگاه-12
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                          ) الف

( ) x y zˆ ˆ ˆV xy z a x a x a

. V y

V

∇ = + + +

∇ ∇ =

∇ ×∇ =

2
6 3

6

0

���

��� ���

��� ���

  

  

                    )ب

zˆ ˆ ˆV zcos a zsin a cos a

. V

V

ρ ϕ∇ = ϕ − ϕ + ρ ϕ

∇ ∇ =

∇ ×∇ =

0

0

���

��� ���

��� ���

  

  .شود حل مي) ب(و ) الف(هاي  شبيه حالت) ج
  

  ارتند ازها عب  جواب-13

)                  )  الف ) x y zˆ ˆ ˆ. r T yza xy a x yz a∇ = + +2 2
6 3 3

��� � ��

   
  

)                  )    ب ) x y zˆ ˆ ˆr. T yza xy a x yza∇ = + +2 2
4 3 4

� ��� ��

   
  

)                       )     ج ).r r.T xyz xy x yz∇ = + +2 2 2
6 3 3

��� � � ��

   
  

)                                            )          د )r. r r∇ =2 2
2

� ���

   
  

)                    )الف -14 ) ( ) ( )n n n n.r r x r y r z r
x y z

∂ ∂ ∂∇ = + +
∂ ∂ ∂

�� �

  

nr برابر است با   

( ) n /nr x y z= + +
2

2 2 2  

( ) ( )
( )

( )( )
( )

n / n /n

n / n n n

n / n

n n n

n n
.r r x x y z y x y z

n
z x y z r r r

n x y z x y z r

nr r n r

− −

−

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∇ = + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞+ + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + + + + +

= + = +

2 1 2 1
2 2 2 2 2 2 2 2

2 1
2 2 2 2

2 1
2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

2

2

3

3 3

�� �
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)                         )          ب )nr r∇ × =0
�� �

   

  
   فرض كنيد-15

V                                        ) الف ln r ln x y z⎛ ⎞= = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2 2   

( )( ) /

x y z
x y z

V x
x x y z

x r r

ˆ ˆ ˆxa ya zaV V V r
ˆ ˆ ˆV a a a

x y z r r

−

+

∂ = + + =
∂

+∂ ∂ ∂∇ = + + = =
∂ ∂ ∂

1 2
2 2 2

2

2 2

1 1
2

2

�

��

  

  

x)                          ب
r

ˆV A a
rr

∇ = = =
2

1

�

�� ��

   
  

( ) ( ) ( ) ( )r
d

ln r . ln r . A r A r
r drr r r

∂∇ = ∇ ∇ = ∇ = = =
∂

2 2

2 2 2

1 1 1�� �� �� ��

  

  

   در دستگاه مختصات مربوطهV∇2 با نوشتن -16

)                             )       الف )V x y z∇ = + +2

1
6   

  

z                          )   ب
V sin

⎛ ⎞
−∇ = − + ρ ϕ⎜ ⎟

⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

2

2

2

3
2 2  

  

cos                      )       ج sin
cos sin

sin

θ ϕ− + θ ϕ −
θ2

6 4   

  

)                )الف -17 )V y z x z x y∇ = + +2 2 2 2 2 2 2
2  

  

x               )         ب x y y z zˆ ˆ ˆA A a A a A a∇ = ∇ + ∇ + ∇2 2 2 2
��

  
  

( )x y zˆ ˆ ˆya xza y z a= + − +2 2
2 6 2  
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)                  )     ج ) ( )x y zˆ ˆ ˆ. A ya x yz a y a∇ ∇ = + − − 2
2 2 2 2

�� �� ��

   
  

)                      )         د )A .A A∇ × ∇ × = ∇ ∇ − ∇2
�� �� �� �� �� �� ��

  
  

  خواهيم داشت) ج(و ) ب(هاي  با استفاده از نتايج قسمت

( ) y zˆ ˆA x yz xz a z a∇ ×∇ × = − − + 2
2 2 3 2

�� �� ��

  
  

  2-1 با توجه به شكل -18
  

                    
  

  . 18ل مربوط به مسائ .2-1شكل 

  

                             )     الف
L

F.dl F.dl
⎛ ⎞
⎜ ⎟= + +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫
1 2 3

� � � �

�
   

  1براي مسير 

( )
x yˆ ˆdl dxa dya , dy dx , y x

F.dl x dx xdx

= + = =

= − = −∫ ∫
1

3

1 0

1

4

�

� �

  

  2براي مسير 

( )
x yˆ ˆdl dxa dya , dy dx , y x

F.dl x x x dx

= + = − = − +

= − + − + =∫ ∫
2

3 2

2 1

2

17
2 2

12

�

� �

  

1

y

x
o

2

3

1

21
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        3براي مسير 

y
F.dl x ydx

=
= =∫ ∫

0

2

0

3 2

0

� �

  

       در نتيجه

L

F.dl = − + + =∫
1 17 7

0

4 12 6

� �

�
  

  

)                 )         ب )x xˆ ˆF x a , ds dxdy a∇ × = − = −2
�� � �

   

( ) ( )F .ds x dx dy∇ × = − − =∫ ∫∫
2 7

6

�� � �

  
  

  ه استوكس برقرار است  هاي الف و ب، قضي با توجه به مساوي شدن قسمت) ج
  

  3-1 با توجه به شكل -19

z l z l

D.ds D.ds

cos d d cos d d z d dz

z d dz

=− = ρ= ρ=

ρ=

ρ=

⎡ ⎤
⎢ ⎥= + + +
⎢ ⎥
⎣ ⎦

= − ρ ϕ ϕ ρ + ρ ϕ ϕ ρ − ρ ϕ

+ ρ ϕ = π =

∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫

2 5

2 2 2 2 2 2

2

2 2

5

2

2 56 176

�� � �� �

�

  

  

  
  

  .19مربوط به مسائل  .3-1شكل 

z 1=

z

z 1= −

x

y
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( ).D z z
∂∇ = ρ =

ρ ∂ρ
2 2 21

2 4

�� ��

  
  

.Ddv z d d dz∇ = ρ ρ ϕ = π =∫ ∫∫∫
2

4 56 176

�� ��

  
  

) چون -20 )U W r , U W r∇ × = ∇ × × = ×
�� �� �� ��� � �� ��� �

  با استفاده از رابطه . 
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )A B A .B B .A B. A A. B∇ × × = × ∇ − ∇ + ∇ − ∇
�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��

  
  

  خواهيم داشت
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )W r W . r r . W r. W W. r

W W U

∇ × × = ∇ − ∇ + ∇ − ∇

= ⇒ = ∇ ×1
2

2

�� ��� � ��� �� � � �� ��� � �� ��� ��� �� �

��� ��� �� ��

  

  

A با فرض -21 U V= ∇
�� ��

   و اعمال قضيه استوكس
  

( )

( ) ( )
L s s

s s

A.dl A.ds U V .ds

U V .ds U V .ds

= ∇ × = ∇ × ∇ =

= ∇ ×∇ + ∇×∇

∫ ∫ ∫

∫ ∫

�� � �� �� � �� �� �

�� �� � �� �� �

  

∇×∇Vاما  =0
�� ��

  ، در نتيجه
  

( )
L s

U V. dl U V .ds∇ = ∇ ×∇∫ ∫
�� � �� �� �

  

  توان نوشت طور مي همين
  

( ) ( )
L s s

V U.dl U V .ds V U .ds∇ = − ∇ ×∇ + ∇×∇∫ ∫ ∫
�� � �� �� � �� �� �

  

  

∇×∇Uاما  =0
�� ��

  در نتيجه ،
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L L

U V. dl V U.dl∇ = − ∇∫ ∫
�� � �� �

  

  
   فرض كنيد -22

( ) ( )n /n
x y zˆ ˆ ˆA r r x y z x a ya za= = + + + +

2
2 2 2

�� �

  

  
  طبق قضيه واگرايي

( ) ( ) ( ) ( )

s v

n n n n

A.ds .A dV

.A x r y r z r n r
x y z

= ∇

∂ ∂ ∂∇ = + + = +
∂ ∂ ∂

∫ ∫

3

�� � �� �� ��

�� ��

  

  
  در نتيجه 

( )n n n n

s v v

r r. ds n r dV r dV r r. ds
n

= + ⇒ =
+∫ ∫ ∫ ∫
1

3

3

� � � �

� �
  

  
Tردار  اگر ب-23

��

×∇T غيرچرخشي باشد، بايد  =0
�� ��

  .شود نتيجه مي. 
  

α = β = γ =1  
  

.T∇
�� ��

) در نقطه  ), ,−2 ) برابر 10   . است1−(
  

  .ا بايد از فرمان زير استفاده كنيم به منظور محاسبه واگرايي و تاو با متمتيكا، ابتد-24
  

[ ]Needs "Calculus VectorAnalysis "` ′  
  

اولـي ميـدان بـرداري و دومـي دسـتگاه           . واگرايي و تاو هر دو داراي دو شناسه هـستند         
مثلاً براي محاسبه واگرايـي و تـاو        . مختصاتي است كه محاسبات بايد در آن انجام شود        

Aبردار 
��

  .كنيم  به ترتيب زير عمل ميدكارتيت  در دستگاه مختصا




