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 .، که یک واجب دینی استملی ي آموزي، نه تنها یک وظیفه خوانی و علم امروزه کتاب

  مقام معظم رهبري

هاي ارزیابی رشد، توسعه و پیشرفت فرهنگی هر  هدر عصر حاضر یکی از شاخص
خوانی مردم آن مرز و بوم است. ایران  کشوري میزان تولید کتاب، مطالعه و کتاب

با داشتن تمدنی چندهزارساله و مراکز متعدد علمی،  تاکنوناسلامی نیز از دیرباز 
هاي معتبر، علما و دانشمندان بزرگ با آثار ارزشمند تاریخی، سرآمد  فرهنگی، کتابخانه

سان خورشیدي  هي فرهنگ و تمدن جهانی ب هاي دیگر بوده و در عرصه ها و ملت دولت
چه کسی  .کند خویش هنرنمایی مینهاد  درخشد و با فرزندان نیک تابناك همچنان می

آور ایرانی همچون ابوعلی سینا، ابوریحان  فرزانه و نامکه در دنیا با دانشمندان است 
 ،اي نظیر فردوسی، سعدي همچنین شاعران برجستهبیرونی، فارابی، خوارزمی و ... 

امی مولوي، حافظ و ... آشنا نباشد و در مقابل عظمت آنها سر تعظیم فرود نیاورد. تم
این افتخارات ارزشمند، برگرفته از میزان عشق و علاقه فراوان ملت ما به فراگیري علم 

 ،ي الهی هاي گوناگون است. به شکرانه و مطالعه منابع و کتاب نو دانش از طریق خواند
ولی اکنون در این زمینه در چه  .و پربار است درخشانتاریخ و گذشته ما، همیشه 

هاي فرهنگی در  شده از سوي مجامع و سازمان آمار و ارقام ارائهجایگاهی قرار داریم؟ 
باشد و رهبر معظم  ي هر ایرانی، برایمان چندان امیدوارکننده نمی ي مطالعه مورد سرانه

 اند. انقلاب اسلامی نیز از این وضعیت بارها اظهار گله و ناخشنودي نموده
فت است و کتاب خوب، یکی ي دانش و معر اي به سوي گستره کتاب، دروازه

ي دستاوردهاي بشر در سراسر عمر جهان،  هاز بهترین ابزارهاي کمال بشري است. هم
ها پدید  هایی است که انسان نوشته در میان دستتا آنجا که قابل کتابت بوده است، 

هاي پیامبران به بشر، و  تعالیم الهی، درس ،نظیر ي بی آورند. در این مجموعه آورده و می
پذیر نیست.  همچنین علوم مختلفی است که سعادت بشر بدون آگاهی از آنها امکان

ترین دستاورد  از مهمشک  بخش کتاب ارتباط ندارد بی و زندگی زیباکسی که با دنیاي 
روشنی  ، بهانسانی و نیز از بیشترین معارف الهی و بشري محروم است. با این دیدگاه

توان ارزش و مفهوم رمزي عمیق در این حقیقت تاریخی را دریافت که اولین  می
و در اولین  »بخوان!« خطاب خداوند متعال به پیامبر گرامی اسلام(ص) این است که 

 سه



به تجلیل یاد »قلم«الشأن خداوند، فرود آمده، نام  ي عظیم اي که بر آن فرستاده سوره
Ǩَ є̑أ وَ إْ͘ « است: شده ْ͟ ɕَ اҏْ رَ َ ҙ َɨѓˬ َ͇ ˬǨَ  ْͫǇِ̑ɨَمُ. اǛѓَͫی  در اهمیت عنصر کتاب براي تکامل »َ̇

ي انسانی، همین بس که تمامی ادیان آسمانی و رجال بزرگ تاریخ بشري، از جامعه
اند. طریق کتاب جاودانه مانده

شمول خود با هدف آموزش براي جغرافیایی ایران ي نور با گستره پیام  دانشگاه
محور در نظام آموزش عالی عنوان دانشگاهی کتاب به ،وقت جا و همه همه، همه

و خردورزي بخش عظیمی از جوانانسازي  کشورمان، افتخار دارد جایگاه اندیشه
جویاي علم این مرز و بوم باشد. تلاش فراوانی در ایام طولانی فعالیت این دانشگاه

ظران برجستهن هاي گرانقدر استادان و صاحب ربهگیري از تج انجام پذیرفته تا با بهره
شاخص و خودآموز تولید شود. در آیندهدرسی ها و منابع آموزشی  کشورمان، کتاب

این مهم با هدف ارتقاي سطح علمی، روزآمدي و توجه بیشتر به نیازهاي مخاطبان هم،
طور قطع استفاده از نظرات استادان، نور با جدیت ادامه خواهد داشت. به دانشگاه پیام

رسان ي مهم و خطیر یاري ما را در انجام این وظیفه ،نظران و دانشجویان محترم صاحب
هاي خود ما را دردمی عزیزانی که با نقد، تصحیح و پیشنهاخواهد بود. پیشاپیش از تما

م. لازم است از تمامیینمای رسانند، سپاسگزاري می ي خطیر یاري می انجام این وظیفه
و ما را درسازي خود دانسته  نور را منزلگه اندیشه اندیشمندانی که تاکنون دانشگاه پیام

اند، صمیمانه قدردانی گردد. موفقیت هتولید کتاب و محتواي آموزشی درسی یاري نمود
ست.ا پژوهان عزیز آرزوي همیشگی ما و بهروزي تمامی دانشجویان و دانش

نور دانشگاه پیام

چهار
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پیشگفتار 
خدا را شکر می گویم که توفیق تدوین کتاب ریاضیی  عمیومی  2 دوره کارشناسیی  را در 

ادامه کتاب ریاضی عمومی 1 نصیبم ساخت. 
بییرای حفییل تسلسییل مطالییب و جلییوگیری از تشییتت آن  هییا، منییابع و مراجییع 
مورداستفاده همان کتاب ریاضی عمومی 1 دانشگاه پیام نور است کیه در انتهیای کتیاب    
مذکور آمده اند. سه فصل اول به دنباله ها و سری های تابعی اختصاص یافته است. سپس 
به خم های پارامتری در صفحه و انواع مختصیات و روییه   هیا پرداختیه شیده اسیت. در     
فصول بعدی مطالب مربوط به توابع برداری، توابع چنیدمتغیره و مشیتق   گییری جزئیی،   

انتگرال های چندگانه و میدان های برداری و حساب برداری آورده شده اند.
کتاب سرشتی ویژه داشته و به نحیوی تی   لیف گردییده کیه بتوانید در رشیته     هیای  
ریاضی و کاربردها، فیزیک و رشته های فنی به طور مشترک )در یک کلاس( ارائه شیود  
این امر قطعا موجب آشنایی بیشتر دانشجویان با جریانات علمی نزدیک و صرفه جیویی  

در زمان و امکانات دانشگاه خواهد شد. 
 بییرخلاف عییادت و سییلیقه ای کییه بعضییی در تیی لیف و تییدریس تعییدادی از 
سرفصل های ارائه شده این نوشتار در ریاضی عمومی 1 دارند نگارنده با تجربیه حیدود   
شصت بار تدریس درس ریاضی عمومی 1 و 2 در دانشگاه های مختلیف اعتقیا  د راسی   
دارد به دلیل حجم بالای مطالب دروس ریاضی دبیرستان که در ریاضی عمومی 1 تکیرار  
می شوند شوق و علاقه لازم برای مطالعه و یادگیری درس ذکیر  شیده در خواننیده دوره   

کارشناسی در همان بدو ورود به دانشگاه از بین می رود.



انتگـرال   که در کتـاب حسـاب دیفرانسـیل و    ها سري و ها دنباله فصلی مانند مثلاً

اول  این کتـاب در فصـل   فصل نهم (آخر) جلد اول گنجانده گردیده در آدامز در رابرت

چـون بـه هرحـال موضـوع      یـا  اسـت و  هانتخاب جاي آن تا حدي دلخـوا  ارائه شده و

لیفی شود در مباحث تـأ  بوط میهاي پارامتري مر هاي قطبی به منحنی و منحنیمختصات 

طور کلی سعی شـده اسـت    کتاب حاضر آمده است. براساس تجربه طولانی مؤلف و به

هاي متنـوع   با ظرافت، دیدي نو و حل مثالهاي تکراري دبیرستان تا حد امکان  سرفصل

 )1 ریاضـی عمـومی   (و 2 ریاضـی عمـومی  هاي تـألیف شـده    و جدید طوري در کتاب

نرفته و مطمئنـا   ها سر ناز مطالعه آ مند هد که حوصله خواننده علاقنپراکنده و تقسیم شو

  نشود. دوار مطالب و ساختار زنجیر اي به تسلسل، در کنار آن لطمه

مطالب تالیف شده ابتداي کتاب که مربـوط بـه هندسـه     دویست صفحه ازحدود 

هـاي جالـب بـود     مطالـب و تمـرین   هـا،  سرشار از مثال تحلیلی و مقدمات جبر خطی و

اي  بنـابراین فصـل جداگانـه    کنار گذاشته شـد.  لف به عدم حذف آن،ر مؤخلاف اصرابر

لازم دربـاره  ارائـه زمینـه    2 ضیالبته در ریا ندارد. سه تحلیلی وجودهند و هابراي بردار

توانـد در   مـی  خواننده ،جبر خطی اساسی نیست بعدي و هندسه در فضاي سه ها وبردار

 هـاي لازم را  لب مقـدماتی دبیرسـتان دیـدگاه   آوري مطاتر همراه با یاد هاي پیشرفته درس

از دوره کارشناسی ریاضی از سوي  3حذف عنوان درسی ریاضی عمومی  دست آورد. هب

حجـم کتـاب    هنـاخوا  خـواه  2 لب آن بـه ریاضـی  ایز مطرریزي و سر عالی برنامه شوراي

رفـع   لـف تـدریس و  درواقع به نظـر مؤ  کند. وان میادستخوش تغییرات فررا  2 ریاضی

چـه در   3از حـذف ریاضـی عمـومی     انتگـرال بعـد   سیل وناشکال درس حساب دیفرا

 ایلخیلی بالا نیاز قطعی به وسل حجم دلی به 2 عمومی چه در ریاضی 1ریاضی عمومی 

 سـاعات بیشـتر   نـت و پاورپوی درس، فیلم آموزش صوتی و نوار آموزشی، اي چندرسانه

انتگـرال   واقـع یـک درس کامـل دیفرانسـیل و    در دارد. یس و رفع اشـکال گروه ـ یتدر

سالی  میک برنامه سه یا چهار نی ر دنیا درو معتبهاي بزرگ  رهاي حقیقی در دانشگاهمتغی

  شود. ده مینگنجا

 کلاس حل تمرین براي آموزش هرچه بهتر مطالب کتاب بسیار ضروري اسـت و 

 خصوص استفاده شود. این مند در و علاقهاست از دانشجویان نخبه  هترب

چهارده



 نـور بـا   امعمومی قبلـی دانشـگاه پی ـ  هاي ریاضی  لب کتابکوشش شده است مطا

انتخـاب   ،هشد رح دنیا به روزمط شاخص وهاي  توجه به منابع تدریس فعلی در دانشگاه

متنوعی را بـراي دانشـجویان فـراهم     ه آموزشی غنی وو کاربردها تجربگسترده مباحث 

تري ماننـد   جدي هاي نموزلعه آن بتواند در آااز مطپس مند  هعلاوه خواننده علاق به .آورد

 سربلند باشد.فنی موفق و  هاي ریاضی و هاي ورودي دوره کارشناسی ارشد رشته آزمون

بـه آدرس دانشـگاهی    هاي ایـن نوشـته را   دارد لغزش از خوانندگان محترم انتظار

 ـارسال نمای sh_fmand@pnu.ac.irلف یعنی مؤ ح هـاي بعـدي تصـحی    چـاپ  د تـا در ن

گردند.

 راد فرهمند شهریار دکتر

1397شهریورماه   

پانزده
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lim. ثابت کند 8 limn n
n n

a    a
 

  0 0  

  هاي غیرعددي ارائه دهد.  هایی از دنباله  . مثال9

  هاي ابتدایی و متنوعی از آن را شرح دهد.  . دنباله واگرا را تعریف و مثال10
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هاي همگرا و واگرا را همراه با   ها و دنباله  هاي کراندار، بیکران و ارتباط بین آن  . دنباله16

  مثال ارائه دهد.

 تشخیص دهد.هاي مختلف جمله عمومی یکنوایی را   دنباله یکنوا را تعریف و در حالت. 17
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انـد.    هاي اعشاري اعداد معرفی شـده   هاي زنون و نمایش  ها در ارتباط با پارادوکس  دنباله

لگـوریتم دبسـتانی جمـع    هـا بـا ا    هاي اعشاري مختوم باشند جمـع آن   مایشن bو  aاگر 

گویـا نباشـند نمـایش اعشـاري      bو  aشود امـا اگـر     اعشاري از سمت راست انجام می

aمختوم نداشته و براي پیداکردن  b   نقطه شروعی از سمت راست وجود ندارد. اگـر

ها را بـه    را درنظر بگیریم و آن امین رقم پس از ممیز nفقط تا  bو  aدر نمایش اعشاري 

aهـا بـا مقـدار واقعـی       روش معمول جمع کنیم فاصله حاصل جمع آن   b    بـا مقـدار

) دست خواهد آمد. با افـزایش    خطایی به )n n      حـداکثر خطـاي محاسـبه مجمـوع

  هاست.  شود و این همان بحث همگرایی دنباله  کوچک می

ا به دو دسـته کلـی همگـرا و واگـرا     ها ر  ها، آن  در این بخش پس از معرفی دنباله

کـردن    اي دارد. پیـدا   ست یا نـه اهمیـت ویـژه   ا کنیم و اینکه یک دنباله همگرا  تقسیم می

جملۀ عمومی یک دنباله با داشتن چند جمله از آن (و ارتباطی بین جملۀ عمومی و چند 

مهمی است کـه  هاي بازگشتی خود از جمله مطالب   جمله قبلی یا بعد از آن) یعنی دنباله

  در درس مبانی ترکیبیات به آن پرداخته خواهد شد.

 باشد.  می هر دنباله یک تابع است که دامنۀ آن مجموع اعداد طبیعی و برد آن 
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)(یا  n  ،naشود به هر عدد طبیعی   درحالت کلی گفته می )a n شده  داده   ) نسبت 

  شود.  است و جمله عمومی نامیده می nعبارتی برحسب  naاست که   

:a    

na  یا    ( )n a n  

یک فرم نمایش دنباله، نوشتن جمله عمومی آن داخل علامـت آکـولاد یـا پرانتـز     

است،  na یا ( )na .  صـورت یـک رشـته بـا       نمایش دیگر نوشتن جملات دنبالـه بـه

  باشد  ترتیب معین پشت سرهم می

 , , , , , na a a a1 2 3  
  

اي متناهی خواهیم داشت. مـا    باشد، دنباله  اي متناهی از  اگر دامنه، زیرمجموعه

na یـک تـالی   na هاي نامتناهی سروکار خواهیم داشت و بنابراین هرجملـه   با دنباله 1 

  خواهد داشت.

  هاي مرتب نشان داد.  اي از زوج  صورت مجموعه  توان به  دنباله را می

 ( , ),( , ),( , ), ,( , ),na a a a n a  1 2 31 2 3  
  

  مثال

  باشد.  هاي زیر، دنباله می  هریک از رشته

, , , , , , , ( ) ,n   11 11 11 1  .1  
  

, , , ,, , ,
n

n 

1 2 3 4

2 3 4 5 1
  .2  

  

, , , , ,
1 1 1 1

2 2 2 2
  .3  

  

, / , / , / , , ( / ) ,n 110 10 010 001 0 1  .4  

( )
, , , , , ,

n

n


 

11 1 1 1
1

2 3 4
  .5  

  

 .6  
  

( , ), ( , ), ( , ), , ( , ),n
n

 
  

 

1 1 1
1 1 2 3

2 3
 .7  

  

  4  3  2  1  n  

  2      1    
 


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, , , ,2 2 2 2 4 8 2 .8  

n

n

n 

 
 

 

1

2 1 

یا  
n

n

n





 
 

  1

1

2 1
یا  

n

n

n 

 
 

  1

1

2 1
 .9  

  

(کروشه یعنی جزء صحیح) 

nn 

  
  
   1

1 .10  
  

, , , , , , , ,i i i i   1 1 1 1 .11  
  

i  عددي است مختلط(i ) 1  در این دنبالهn
na i  

.12  

فرض کنیم  n n
L

1
خط راست مار بـر مبـدأ بـا     nLاي است که در آن   دنباله 

y خط راست به معادلۀ nLاست یعنی  nشیب  nx باشد.  می  
  

  
  1-1شکل 

  

  

  تذکر

امـین  nرا رقـم موجـود در    na اگر اي نداریم مثلاً  ها جمله عمومی ساده  گاهی در دنباله

 بگیریم eمکان اعشاري عدد  na صورت   اي معین است که اولین جملات آن به  دنباله

  باشند  زیر می

 , , , , , , , , ,7 1 8 2 8 1 8 2 8   
  

بین جملات یـک دنبالـه و مجموعـه جمـلات آن تفـاوتی اساسـی وجـود دارد.        

وعـه  جملات یک دنباله، فهرستی از اعضاي آن دنباله است درحالی که برد دنباله یا مجم

a:جملات به برد تابع     اشاره داشته عناصر تکراري را حذف و تنها یکی را

گیرد. مثلاً در دنبالۀ   درنظر می ( ) n

n 


1
  صورت  جملات به 1

, , , , , ( ) ,n    1 1 1 1 1   
  

 

هستند درحالی که مجموعۀ جملات آن، مجموعۀ  ,11 باشد.  می  
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  تذکر

,...) مقـادیر  nتوان به متغیر موجود در آن (مـثلاً    با داشتن جمله عمومی دنباله می , ,3 2 1 

  داده فهرست جملات دنباله را تشکیل داد.  اش نسبت  را با توجه به دامنه
  

  مثال

جملۀ صدم دنبالۀ 
n

n


  
  

   1

1
2

2
  را بنویسید. 

  حل

na n
 

  
 

1
2

2
  

 n  a . .
 

       
 

1
1

1 2 141 5 14
2

0000 00 0  
  

  تذکر

  ام آن را حدس زد.nتوان جملۀ   بودن چند جمله از یک دنباله، گاهی می   با معلوم
  

  مثال

,جملۀ عمومی دنباله  , , , ,
1 1 3 2

0
3 2 5 3

 پس جملۀ هفتادم را بنویسید.را بیابید، س  

  حل

  از درجه یک باشند باید داشته باشیم: nاگر صورت و مخرج برحسب 

:            ,a b

a b

an b a b 

 

    
2 1

1 10
  صورت براي

  

:
n

cn d c d c d


      
4

4 5   براي مخرج1

nپس ظاهراً 
n

a
n






1

1
,دادن   که با نسبت  ,n  3 5    .درستی آن باید بررسـی شـود

 بتدایی وجود داشته باشـند، جملات ا هاي دیگري نیز با این  توجه کنید که ممکن است دنباله

  بودن درجه یک نباشند.  که کسري نبوده صورت و مخرجشان حتی در حالت کسري
  

  تذکر

هـاي    نظیر با هم برابـر باشـند مـثلاً دنبالـه      به  ها نظیر  دو دنباله مساویند هرگاه جملات آن

 cos
n

n
1

و   ( ) n

n 


1
  با هم مساویند. 1

1 n=   

2 n=   
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  تذکر

  دست آورد.  ت با وضعیت خاص را بهتوان تعداد جملا  با استفاده از جمله عمومی می
  

  مثال

در دنباله  n
n




1
2   تر از پنجاه وجود دارد؟  چند جملۀ کوچک 4

  حل

nباید تعداد     اي را بیابیم که1

na  50  

        n n n      2 4 5 0 2 5 4 1 2 7  
  

nدر ازاي   nداریم  27   27 54 4 تـر از پنجـاه     جمله کوچک 26پس  50

  وجود دارد که در ازاي

, , ,n 12 26  
  آیند.  دست می  به

  

  مثال

naدر یک دنباله 
n n


2 4

1

2
aاست     را بنویسید. 128

  حل

n n a a      


728 2 4

1 1
2 128 7

24157 14
  

  

  مثال

naمجموع چند جمله از دنباله یا جملۀ عمومی  n
 

  
 

1
2

2
است؟ (کروشه  55برابر  

  یعنی جزء صحیح)

  حل

,دادن مقادیر   با نسبت , ,12 3  :داریم  

                   n1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0   n 

                         
n n

n n n
   

   
1 2 2 3 3 4 4

1 2 2 3 3 3 4 4 4 4  
na  
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ــداد   ــد تع ــه بای ــه   nدرنتیج ــابیم ک ــایی را بی nه     2 2 2 2 21 2 3 4 55  ــا ی

( )( )n n n 


1 2 1
55

6
)و یا   )( )n n n  1 2 1 و چـون   330  5 6 11 3 پـس   30

n    است. 5

  

  چند دنباله مهم

  . دنباله ثابت یا ایستا یا ایستی1

  اي است که همۀ جملاتش با هم برابرند  دنباله

, , , , ,C C C C  
  

هاي   مثلاً دنباله sin nπ  و sin( )n 2 و  1 tgn .دنباله ثابت (صفر) هستند  

. دنبالۀ همانی 2 na n صورت   جملات دنباله به, , , , ,n12 3   باشند.  می  

naدنباله تصاعد عددي یا حسابی با . 3 An B    کـه در آنA d  وa d B 1 

  است.

, مثلاً دنباله , , , ,...7 10 13 16 dدر آن تصاعد عددي است و  19  aو  3 1 7.  

n. دنباله تصاعد هندسی با 4
na A B  Bکه در آن  1 q  وA a   باشد.  می 1

, مثلاً دنباله , , ,
1 1 1 1

3 6 12 24
  تصاعد هندسی است باq 

1

2
aو   1

1

3
.  

اي بین جمله عمومی   ها رابطه  . دنباله بازگشتی یا برگشتی یا تراجعی. در این نوع دنباله5

علاوه یک یا چند جمله اول دنباله نیـز    د بهشو  و چند جمله بعد یا قبل از آن داده می

  باشد.  معلوم می

ــثلاً  م
n n

a

a a






1

1

1

2
و  

n n

b

b b





  

1

1

1

2

3 2

ــه  ــتند.     دنبال ــتی هس ــایی بازگش ه

  باشد.  هاي بازگشتی، دنباله فیبوناچی و دنباله لوکا می  مشهورترین دنباله

  در دنباله فیبوناچی

,
, , , , , ,

 ;  n n n

a a

a a a n 

 
 

  

1 2

1 2

1 1
1 1 2 3 5 8

1
  

در دنباله لوکا 
,

n n n

a a

a a a 

 


 

1 2

1 2

1 3
  است. 

  




