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  پيشگفتار ناشر
يك درس در يك  هاي دانشگاه پيام نور حسب مورد و با توجه به شرايط مختلف كتاب

و  ،، مـتن آزمايشـگاهي، فرادرسـي   كتـاب درسـي  صـورت   بـه  يا چند رشتة دانشـگاهي، 
  . دنشو درسي چاپ مي كمك

نيازهـاي  ي صاحب اثـر اسـت كـه براسـاس     مهاي عل ثمرة كوشش درسيكتاب 
، طراحـي   هـاي مصـوب تهيـه و پـس از داوري علمـي      درسي دانشـجويان و سرفصـل  

پـس از  . رسـد  به چـاپ مـي   ،آموزشي علمي و هاي در گروه آموزشي، و ويرايش علمي
 هايبـا دريافـت نــظر   ها و داوري علمي مجدد و  نظرخواهيبا چاپ ويرايش اول اثر، 

صـاحب اثـر در كتــاب تجديدنــظر     ،متناسب با پيشرفت علوم و فناوري و اصـلاحي
  . شود چاپ ميجديد  زباني و صوري با اعمال ويرايش كتاب ويرايش جديد كند و مي

 كمـك اسـتفاده از آن و  است كه دانشـجويان بـا    راهنمايي) م( متن آزمايشگاهي
  . دهند آزمايشگاهي را انجام مي و كارهاي عملي ،استاد

 ـ بـه منظـور غنـي   ) ك( درسي كمكو ) ف( هاي فرادرسي كتاب ر كـردن منـابع   ت
دانشـگاه   وبگـاه ند و يـا در  شـو  و بر روي لوح فشرده تكثير مـي درسي دانشگاهي تهيه 

  . گيرند قرارمي
  

 محتوا    و تجهيزات آموزشي وليدمديريت ت
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  پيشگفتار

فيزيك به زبان فارسي ترجمه شده  با وجود اين كه در دو دهة اخير چند كتاب رياضي
زيرا . نور نيستند عنوان كتاب درسي، مناسب تدريس در دانشگاه پيام كدام، به است، هيچ

 است و هر واحد درسي رشته اساس نظام آموزشي اين دانشگاه بر خودآموزي دانشجو
هاي مورد  در نتيجه كتاب.  ساعت در هر نيمسال طراحي شده است8فيزيك بر مبناي 

صورت خودآموز تأليف شود تا دانشجو بتواند با  استفاده مدرسين اين دانشگاه بايد به
پيرو . آساني مطالب علمي پيشرفته را درك كند و مسائل مربوطه را حل كند مطالعة آن به

 سال اين درس و ترجمه 20احساس اين نياز و با توجه به تجربه تدريس بيش از 
فيزيك و رياضي كاربردي، ما حدود دو سال پيش پيشنهاد تأليف  هاي رياضي كتاب

با تصويب . نور ارائه كرديم  را به شوراي گروه فيزيك دانشگاه پيام1فيزيك كتاب رياضي
  .آن اكنون پيش روي شماستشوراي مذكور كار شروع گرديد و نتيجه 

در تأليف اين كتاب سعي شده است كه مطالب درسي با توضيحات كافي و 
هاي ديگر  هاي متعدد به خواننده ارائه شود، حتي در بعضي موارد، برخلاف كتاب مثال

ايم تا براي دانشجو نكات مبهم كمتري باقي  مطالب ساده و جزئي را نيز توضيح داده
عيب نيست و در اين مورد هيچ ادعايي هم نداريم، بلكه انتظار  ر ما بيمسلماً كا. بماند

داريم كه همكاران و دانشجويان محترم كمبودهاي كار را به گوشزد كنند تا در 
پيشاپيش از همه عزيزاني كه در . ها را برطرف كنيم هاي بعدي كتاب اين كاستي چاپ

  .كنيم كنند سپاسگزاري مي اين راه ما را ياري مي

 نه



 3محتواي كتاب طوري تنظيم شده است كه مطابق مطالب تعيين شده، براي 
ريزي وزارت علوم، تحقيقات  ، از سوي شوراي عالي برنامه1فيزيك واحد درس رياضي

ايم كه اميدواريم مقبول دانشجويان و   فصل گنجانده4اين مطالب را در . و فناوري باشد
  .نور باشد استادان محترم اين درس در دانشگاه پيام

دانيم از كلية عزيزاني كه در تأليف و توليد اين كتاب ما را ياري  در اينجا لازم مي
مرتضي خصوص از آقاي دكتر   اند تشكر كنيم، به  كردند و يا در اين كار نقشي داشته

نور، مدير محترم دايره تدوين و ساير  ، مدير محترم گروه فيزيك دانشگاه پياممحسني
، و زينب حيدري عراقيم نويژه سركار خا  دايرة تدوين اين دانشگاه، بههمكارانشان در

  .كنيم مديريت و كاركنان محترم چاپخانة دانشگاه قدراني مي
هاي ما  نوشته در پايان از استاد عزيزمان آقاي دكتر ميرعباس رحمتي كه دست

  .كنيم شاگردان قديمي خود را با صبر و حوصله ويرايش كردند تشكر و قدرداني مي
  

  رحيم كوهي فايق

  عليرضا بينش

  
  

 ده



  اولفصل 

  بردارها

هـاي    هـا كـه در شـاخه        هاي مربـوط بـه آن       در اين فصل از جبر و آناليز برداري و قضيه         
مختلف فيزيك چون مكانيك كوانتومي، الكترومغناطيس، مكانيك كلاسيك، و اپتيك، و           

پس از يادگيري اين    . صحبت خواهيم كرد  طور مشروح     هاي اساسي دارند به     غيره كاربرد 
  :فصل بايد بتوانيد

گانـه را     هـاي سـه     و ضرب ) اي  برداري و نرده  (بردار را تعريف كنيد و جمع و ضرب         . 1
  .كار بريد بنويسيد و در مسائل به

∇گر ديفرانسيل برداري   عمل  فرمول. 2
�

 روي   را در مختصات دكـارتي بنويـسيد، و آن را          
  .اي اثر دهيد هاي برداري و نرده ميدان

هـاي    گيري برداري شيب، واگرايي، و گردش را تعريف كنيد و فرمـول             سه نوع مشتق  . 3
  .بنديد كار  ها را بنويسيد و به مربوط به آن

هاي برداري چـون واگرايـي و اسـتوكس را بيـان و               هاي مهم مربوط به انتگرال      قضيه. 4
  .كار گيريد ها را در مسائل به سازي محاسبات درك كنيد و آن ها را در ساده اهميت آن

  

   تعاريف1-1

خوريم كه فقط با مقدارشان       هايي بر مي    هاي مختلف علم فيزيك غالباً به كميت        در بخش 
جرم، زمان، دما، و انرژي     . ناميم  مي اي نرده يا    اسكالر ها را   اين كميت . شوند  مشخص مي 

يكي ديگري نيز داريم كه بـا مقـدار و جهتـشان مـشخص              هاي فيز   كميت. اند  از اين نوع  
تـوان از شـتاب، نيـرو،         هـا مـي     شوند كه از جملة آن       ناميده مي  برداراين گروه   . شوند  مي

ها را معمـولاً      هاي فيزيكي گروه دوم يعني بردار       كميت. تكانه، و ميدان الكتريكي نام برد     



2  1فيزيك  رياضي

دهند    با حروف معمولي نشان مي     كه گروه اول را     دهند درحالي   ا حروف سياه نمايش مي    ب
اي   كميتي نـرده   Aكه    صورتي  يك بردار است در    Aمثلاً  . ها را از هم تميز داد       كه بتوان آن  

گونه موارد براي     اين  ها مشكل است، در     چون نوشتن حروف سياه در دست نوشته      . است
Aتشخيص بردار از يك علامت پيكان بالاي آن،         

��

Aدار زيـر آن،        يـك خـط مـوج       يا 
�

 ،
  .شود استفاده مي

ها ابتدا در علم مكانيـك رونـق نگرفـت، امـا امـروزه بررسـي                  گرچه تحليل بردار    
  .ها بسيار مشكل است مسائل مكانيك بدون استفاده از بردار

ة بـردار و    دهيم كه طول پيكان معـرف انـداز         بردار را با پيكاني در فضا نمايش مي         
Aاين ترتيب جمع دو بردار        به. راستاي پيكان جهت بردار است    

�
B و   

�

صورت زير    كه به  
  .شود نمايش داده مي

  

)1-1(           C A B= +
� � �

 
  

Bدادن ابتداي     از قرار 
�

Aدر انتهاي    
�

كه در    در اين وضعيت، چنان   . شود  حاصل مي  
Cايم، بـردار      نمايش داده ) الف (1-1شكل  

�

A بـرداري اسـت كـه ابتـدايش ابتـداي            
�

 و  
Bانتهايش انتهاي 

�

  . است
  

 
  

  ها ر جمع بردا1-1شكل 

  
  .داريم) ب (1-1آوريم، مطابق شكل   الاضلاع در صورت متوازي را به) الف(اگر شكل 

  

C A B B A= + = +
� � �� �

  



3 بردارها

كنيم كه با همان اندازه اما در  صورت برداري تعريف مي حال منفي يك بردار را به
،  واضح است كه تفاضل دو بردار1-1با توجه به شكل . خلاف جهت خود بردار باشد

D A B= −
�� �

Aتوان با قرار دادن ابتداي دو بردار  ، را مي
�

B و 
�

دست آورد،  بر هم به 
Bطوري كه انتهاي  به

�

D ابتداي 
�

Aو انتهاي  
�

  . انتهاي آن باشد

در واقع براي . توجه داشته باشيد كه يك بردار مستقل از دستگاه مختصات است
توانيم بگوييم بردار  مثلاً مي. تعريف يك بردار نيازي به دستگاه مختصات خاصي نداريم

ms−1سرعت باد برابر 
 به شمال  و در صفحة موازي سطح زمين از جنوب شرقي2

  .غربي است
. صورت ديگري هم نمايش داد توان به ها را علاوه بر نمايش با پيكان مي بردار  
Aبردار 

�
نقطة انتهاي بردار با مختصات .  درنظر بگيريد2-1را مطابق شكل  

x y z(A ،A ،A  و y و xهاي   با محورو زواياي آن Aاگر اندازة بردار . شود  مشخص مي(
z  به ترتيبα و β و γ باشند روشن است كه   
  

)1-2(     z y xA Acos ،A Acos ،A Acos= γ = β = α  
  

  
  

  هاي دكارتي يك بردار  مؤلفه2-1شكل 



4  1فيزيك  رياضي

cosα ،cosβ و ،cos γحسب  ها بر نامند كه مقدار آن هاي هادي مي  را كسينوس
  :  برابر است باφ و θيعني  Aزواياي معمول مختصات كروي بردار 

  

cos cosγ = θ  ،  cos sin sinβ = θ φ  ،  cos sin cosα = θ φ  
  

cosهــاي هــادي  دانــيم كــه كــسينوس مــي ،cos )β α و (cos γ بايــد در رابطــة 
cos cos cosα + β + γ =2 2 2

  : داريم2-1با تلفيق اين رابطه با رابطة .  صدق كنند1
  

)1-3(          x y zA A A A+ + =2 2 2 2  
  

اي  هاي يكه اكنون بردار. دست آورد توان به اين نتيجه را از شكل هندسي هم مي
نشان k̂، وî ،ĵترتيب با  ها را به گيريم و آن درنظر مي zو  yو  xهاي  در امتداد محور

 و راستاي آن xA برداري خواهد بود به طول î xAبردار در اين صورت . دهيم مي
همين  به.  خواهد بودxAها يا خلاف آن بسته به مثبت يا منفي بودن x  در جهت محور

 برداري k̂zAها و y   برداري است در جهت يا در خلاف جهت محورĵyAترتيب 
توجه به شكل  ها و با بنابر قانون جمع بردار. هاz است در جهت يا خلاف جهت محور

  . داريم1-3
  

 
  

   بردار و بردار يكههاي دكارتي يك  مؤلفه3-1شكل 



5 بردارها

)1-4(            x y z
ˆ ˆ ˆA i A j A k= + +A

�

 
  

îxA،ĵyAو ،k̂zA هاي بردار  را مؤلفهA
�

 z، و x ،yترتيب در امتداد  به 
  :توان نوشت بنابر قضية فيثاغورث مي. گوييم مي

  

x y zA (A A A )= + +2 2 2 1 2  
  

  .است) 3-1(كه همان رابطة 
صورت زير  ها به هاي آن ها را با استفاده از مؤلفه توان جمع و تفريق بردار حال مي  

xاگر . جام دادان y z
ˆ ˆ ˆiA jA kA= + +A

�

x و  y z
ˆ ˆ ˆiB jB kB= + +B

�

  : باشد، داريم
  

)1-5(   x x y y z z
ˆ ˆ ˆA B i(A B ) j(A B ) k(A B )± = ± + ± + ±

� �

  
  

هاي آن  دو بردار، برداري است كه مؤلفه) تفريق(يعني بردار حاصل از جمع 
  .هاي آن دو بردار باشند مؤلفه) يقتفر(جمع  حاصل

  
ˆفرض كنيد  1-1مثال  ˆW i j= +

�

1
3 ˆ و 2 ˆW i j= +

�

2
6 7 .W W±

� �

1 2
  .دست آوريد  را به

  
  : داريم5-1 طبق رابطة )حل

  

ˆ ˆ ˆ ˆW W W ( )i ( ) j i j

ˆ ˆ ˆ ˆW W W ( )i ( ) j i j

= + = + + + = +

′ = − = − + − = − −

� � �

� � �

1 2

1 2

3 6 2 7 9 9

3 6 2 7 3 5

  

  
ˆ اگر 2-1مثال  ˆ ˆA B i j k+ = + +

� �

3 2 ˆ و 6 ˆ ˆA B i j k− = + −
� �

2 Aهاي   باشند، بردار3
�

و 
B
�

  .ها تعيين كنيد هاي آن را برحسب مؤلفه 
  

   داريم:حل

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

/ / /

ˆ ˆ ˆA A B A B i j k

ˆ ˆ ˆi j k

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + − = + + + + − +⎣ ⎦⎣ ⎦

= + +

� � �� �1 1
2 3 3 2 1 6

2 2

2 5 2 5 2 5
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

/ / /

ˆ ˆ ˆB A B A B i j k

ˆ ˆ ˆi j k

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − − = − + − + +⎣ ⎦⎣ ⎦

= − +

� �� � �1 1
3 2 2 3 6 1

2 2

0 5 0 5 3 5

 

  

  

A بردار 3-1مثال 
�

 در فضا رسم )2 ,3 ,4(به مختصات  Aدأ مختصات به نقطة از مب 
  .هاي مختصات را تعيين كنيد زواياي اين بردار با محور. شده است

  
  :حل

( ) ( )x y z /

x x / / /
/

y y / / /
/

z z / / /
/

A A A A

A Acos cos A A cos

A Acos cos A A cos

A Acos cos A A cos

−

−

−

= + + = + + = =

= α ⇒ α = = = ⇒ α = ≈

= β⇒ β = = = ⇒ β = =

= γ ⇒ γ = = = ⇒ γ = =

�

�

�

11
1

2 2 2 22
2

1

1

1

4 9 16 29 5 39

2
0 371 0 371 68 2

5 39

3
0 557 0 557 56 18

5 39

4
0 742 0 742 42 1

5 39

  

  
در حال تعادل و بدون اصطكاك باشد وزن ) الف (4-1 اگر سيستم شكل 4-1مثال 
Wوزنة 

1
  .كنيد را تعيين 

  
  :است پيدا است كه) الف (4-1، كه معادل شكل )ب (4-1 از شكل :حل

  

xW =
1

0  
  

  و
  

y y

y

y /

W W

W Wsin

W W sin N

=

= θ

= = × × ≈�

1

1

1 1

2

2

2 5 45 7 1
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  )الف(

  

 

  

  ها تعادل نيرو 4-1شكل
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A اگر دو بردار 5-1مثال 
�

Bو  
�

A در رابطة  B= α
� �

 ،)αاي است  يك كميت نرده( ،
  .هاي زير موازي يكديگرند ثابت كنيد بردار. صدق كنند، موازي هم هستند

  

ˆ ˆB i j= +
�

6 ˆ  و   4 ˆA i j= +
�

3 2  
  

  : داريم:حل
  

( )ˆ ˆB i j A= + =
��

2 3 2 2  
  

  .اند وازيپس دو بردار م
  

ˆ با بردار تابش  xy نور تختي به صفحة بازتابان منطبق بر صفحة 6-1مثال  ˆA j k= −
�

2 
شود؟ مسئله را با رسم شكل و  جهت بازتاب آن با چه برداري تعيين مي. شود تابيده مي

  .نظر حل كنيد هاي بردار مورد تعيين مؤلفه
  

  .دهد  راستاي بازتاب را نشان مي′A بنابر شكل زير بردار )حل
  

 
  

  :با توجه به شكل داريم
  

y y

z z

A A

A A

′ = =

′ = − = +

2

1  
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  بنابراين
  

ˆ ˆA j k′ = +
�

2  
  

  ها تمرين

كنند كه  اي يكديگر را قطع مي هاي يك مثلث در نقطه  ثابت كنيد كه ميانه1-1-1

1اندازة  به

2

  . طول هر ميانه از رأس مربوطه فاصله دارد

  .كنند الاضلاع  يكديگر را نصف مي هاي متوازي  ثابت كنيد قطر1-1-2
  .هاي زير را حساب كنيد  برايند نيرو1-1-3
  

ˆ   )الف( ˆu j k= − +�

ˆ  و  3 ˆq i k= −�

5 ˆ  و     2 ˆ ˆp i j k= + −�

3  
uˆ    )ب( k=�    و  ˆ ˆ ˆq i j k= − − −�

2 5 ˆ  و 3 ˆ ˆp i j k= + +�

3 4 2  
  

P نيروي 1-1-4
�

ˆرا طوري پيدا كنيد كه برايند آن با   ˆ ˆq i j k= + −�

ˆ و 2 ˆu i j= − +�

2 
  .صفر شود

هاي  سازد، مؤلفه زواياي مساوي مي zو  yو  xهاي  محور با 10 برداري به طول 1-1-5
  .دست آوريد آن را به

 زاوية مساوي y و xقرار دارد و با جهت مثبت محور  xy برداري كه در صفحة 1-1-6
  .دست آوريد هاي آن را به  سازد، مؤلفه مي
  
  اي يا داخلي  ضرب نرده1-2

Aاگر 
�

Bو  
�

ها را از يك مبدأ رسم  توان آن آساني مي  دو بردار دلخواه در فضا باشند به
θاين دو بردار با يكديگر زواياي . كرد

1
θ و 

2
θترين زاويه را  كوچك. سازند  مي

1
 

A بين دو بردار كنيم و زاويه فرض مي
�

Bو  
�

≥نتيجه  ناميم، در مي  θ ≤ π
1

شكل ( است 0
Aاي يا داخلي دو بردار  حال ضرب نرده). 1-5

�

Bو  
�

  .كنيم صورت زير تعريف مي را به 
  

)1-6(         A B A B cos⋅ = θ
� �� �
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   زاوية بين دو بردار5-1شكل 

  
ضرب  تواند مثبت، صفر و يا منفي باشد، بنابراين حاصل چون مقدار كسينوس مي

  ).6-1شكل (تواند مثبت، صفر و يا منفي باشد  داخلي دو بردار نيز مي
  

 
  

  اي  زاويه بين دو بردار و مقدار ضرب نرده6-1شكل 

  

 
  

Aتصوير   7-1شكل
�

B در امتداد 
�

B و يا 
�

Aدر امتداد 
�

 

  
A اندازة تصوير Acosθچون 

�

Bدر راستاي  
�

  شكل   است، پس با توجه به 
  :شود ملاحظه مي) 1-7(
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A
�

Bتصوير (
�

A در راستاي 
�

 = (B
�

Aتصوير (
�

B در راستاي 
�

(=B
�

⋅A
�

  

  

A طول تصوير بردار Pبنابراين اگر 
�

Bدر راستاي بردار  
�

  :باشد داريم 
  

)1-7(                   P A cos= θ  

  

Bسمت راست رابطة بالا را در اگر 
�

B( ضرب و تقسيم كنيم  ≠
�

  گاه  آن) 0
  

)1-8(         
A B cos A B

P
B B

θ ⋅= =

� �

� �

� �  

  

  .اند  نشان داده شدهθهاي مختلف  حالت) 8-1(در شكل 
  

 
  

A تصوير بردار 8-1شكل
�

B در راستاي 
�

 

  
كه در مختصات دكارتي تعريف شدند  k̂و ĵو  îهاي يكة  همچنين براي بردار

  :اند روابط زير برقرار
  

)1-9(           
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆi i j j k k

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆi j i k j k

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆj i k i k j

⋅ = ⋅ = ⋅ =

⋅ = ⋅ = ⋅ =

⋅ = ⋅ = ⋅ =

1

0

0

  

  

Aاين اگر در مختصات دكارتي  بنابر
�

xصورت  به  y z
ˆ ˆ ˆA A i A j A k= + +

�

 يا 

x y zA A ,A ,A⎡ ⎤= ⎣ ⎦

�

A عبارتند از تصاوير zA و yA و xA باشد، كه در آن 
�

 در 
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B، ونيز براي zو  yو   xهاي راستاي محور
�

x داريم  y z
ˆ ˆ ˆB B i B j B k= + +

�

 يا 

x y zB B ,B ,B⎡ ⎤= ⎣ ⎦

�

توان نشان داد كه ضرب  مي) 9-1(گاه با استفاده از رابطة   آن
Aاي دو بردار  نرده

�

B و 
�

  :صورت زير است به 
  

)1-10(      x x y y z zA B A B A B A B⋅ = + +
� �

  
  

 زاويه θ، )10-1(و ) 6-1(سرانجام از مساوي قرار دادن طرف راست دو رابطة 
  :دست آورد توان به بين دو بردار را مي

  

)1-11(      x x y y z zA B A B A B
cos

A.B

+ +
θ = � �  

  
]اي   ضرب نرده7-1مثال  ]A , ,=

�

1 2 ] و 0 ]B , ,=
�

3 2   .دست آوريد  را به1
  

A          )حل B⋅ = × + × + × =
� �

1 3 2 2 0 1 7  

  
A تصوير 7-1 در مثال 8-1مثال

�

B را در راستاي 
�

  .دست آوريد  به
  

Aدانيم  مي )حل B⋅ = + =
� �

3 4 B و 7 = + + = =
�

9 4 1   : پس14
  

/P A B B= ⋅ = = =
� � � 7 7

1 87

14 2

  

  
  :دست آوريد  زاوية بين دو بردار زير را به9-1مثال 

  

ˆ ˆ ˆB i j k= − +
�

ˆ و  ˆ ˆA i j k= + +
�

3 4  
  

  .كنيم را محاسبه مي) 11-1( نخست صورت كسر رابطة θ براي محاسبة زاوية )حل
( )x x y y z zA B A B A B A B⋅ = + + = × + − + × =

� �

3 1 4 1 1 1 0  
  

Aو چون  = B و 5 =   : است پس داريم14




