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  پيشگفتار ناشر
يك درس در يك  هاي دانشگاه پيام نور حسب مورد و با توجه به شرايط مختلف كتاب

و  ،، مـتن آزمايشـگاهي، فرادرسـي   كتـاب درسـي  صـورت   بـه  يا چند رشتة دانشـگاهي، 
  . دنشو درسي چاپ مي كمك

نيازهـاي  ي صاحب اثـر اسـت كـه براسـاس     مهاي عل ثمرة كوشش درسيكتاب 
، طراحـي   هـاي مصـوب تهيـه و پـس از داوري علمـي      درسي دانشـجويان و سرفصـل  

پـس از  . رسـد  به چـاپ مـي   ،آموزشي علمي و هاي در گروه آموزشي، و ويرايش علمي
 هايبـا دريافـت نــظر   ها و داوري علمي مجدد و  نظرخواهيبا چاپ ويرايش اول اثر، 

صـاحب اثـر در كتــاب تجديدنــظر     ،متناسب با پيشرفت علوم و فناوري و اصـلاحي
  . شود چاپ ميجديد  زباني و صوري با اعمال ويرايش كتاب ويرايش جديد كند و مي

 كمـك اسـتفاده از آن و  است كه دانشـجويان بـا    راهنمايي) م( متن آزمايشگاهي
  . دهند آزمايشگاهي را انجام مي و كارهاي عملي ،استاد

 ـ بـه منظـور غنـي   ) ك( درسي كمكو ) ف( هاي فرادرسي كتاب ر كـردن منـابع   ت
دانشـگاه   وبگـاه ند و يـا در  شـو  و بر روي لوح فشرده تكثير مـي درسي دانشگاهي تهيه 

  . گيرند قرارمي
  

 محتوا    و تجهيزات آموزشي وليدمديريت ت
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 پیشگفتار
 و هـای علـوم   هـای مختلـف رشـته    مسـائل علمـی در شـاخه    برای حلّدانش ریاضیات 

توان نقـش ریاضـیات    به بیانی میکند.  ی ایفا میویژه فیزیک نقش بسیار مهمّ مهندسی، به
تشـبیه نمـود.   سـاختمان  مسائل فیزیکی را به نقش داربست هنگام ساختن یـک   در حلّ

 شـوند، در حـلّ   ها کنار گذاشته می گونه که پس از اتمام ساخت ساختمان داربست همان
مسائل فیزیکی به کمک ریاضیات نیز در آخرین گام ریاضیات کنار رفته و تعبیر فیزیکی 

 تایج حاصل برای ما حائز اهمیت هستند.ن
در این کتاب سعی شده اسـت مفـاهیم مـورد نیـاز و مصـوب در شـورای عـالی        

دانشجویان رشته فیزیـک بـه زبـان     ویژة( 2کتاب ریاضی فیزیک ) برایانقلاب فرهنگی 
فرآیند یادگیری این درس د که نمورد بحث قرار گیر ای گونه بهد های متعدّ ساده و با مثال

 به شکل خودآموز فراهم گردد.
صـی فیزیـک   شورای تخصّ همکاران محترم اعضای ةاز کلی دانم ، لازم میدر پایان

 از تمـام و نیـز   کـرده تصویب نور  برای دانشگاه پیامعنوان منبع درسی  بهکه این کتاب را 
ویـژه   بـه  ،انـد  ه و تدوین کتاب درسی یـاری نمـوده  در مراحل تهیّرا کسانی که اینجانب 

 ـ ستاری این کتـاب را بـا صـبر و حوصـلة    رکار خانم دکتر فرّین پاینده که ویراس ی خاصّ
 ر و قدردانی را داشته باشم.، کمال تشکّنده اداد  انجام

 
 با آرزوی توفیق

 د ظاهریحسین محمّ عليدکتر 

 نه



 

 

فصل اول        
 

اعداد مختلط         
 

x برای معادلة که دانيم از رياضيات پايه مي  2 در وجود ندارد. جواب حقيقي  1
در  ،اين معادله و معادلات مشابههای انجام شده برای يافتن جوابي برای  راستای تلاش

اين نماد که عنوان جواب معادلة فوق معرفي شد.  به 1قرن شانزدهم ميلادی نماد 
است که همانند يک موهومي  ويک عدد ساختگي  ،شود   مينشان داده  iبا علامت 

xای  جمله چند کند. لذا عدد حقيقي عمل مي 2 xبه شکل توان  ميرا  1 i2 به  يا و 2
))((شکل  ixix   و جواب آن را به شکل  کردهتجزيهix   با نوشت و سپس
ي مجموعة در حالت کلّ .را تعريف نموداعداد مختلط  ةمجموع ،اين بحث تعميم

 شود، عبارت است از:   نشان داده مي zدستگاه اعداد مختلط که با 
 

(1                               )          Ryxyxz  ,),( 
 

است که توسّط  y , xبه بيان ديگر هر عدد مختلط ترکيبي از دو عدد حقيقي مانند 
 :شوند زير به هم مربوط مي رابطة

 

(2                           )                   iyxz  
 

),(ب فوق را با زوج مرتّ گاهي رابطة yxz  دهند. ينشان م 
iو دهد  ميموهومي را تشکيل  بخش yحقيقي و  بخش x بالا معادلة در  1 

)Re)((معمولاً قسمت حقيقي را با  باشد. مي xz   و قسمت موهومي را با
))(Im( yz  دهند. نشان مي 

 بوالوفا محمد بوزجانی
 سده چهارم هجریاسلامی  – ایرانی دانشمند مسلمان

جام امرروزی( بره    هجری قمری در بوزجان )تربت ۸2۳او در  
دنيا آمرد. در بيسرت سرالگي بره ب رداد رفرت و بره خردمت         

ای که ‌‌درآمد و در رصدخانه -فرزند عضدالدوله -ولهالد‌شرف
الدوله در ب داد ساخته بود، با سرپرستي ابوسهل کروهي  ‌شرف

الصران    اليره  فيما يحتاجتوان  از آثار وی ميکار شد. ‌مش ول به
 ویرا نرام بررد.    المجسرطي يرا الکامرل   و  الهندسه الاعمال من

هرا را بررای    وسچنين قانون سرين  هم .واض  اتحاد مثلثاتي بود
 .مثلثات کروی کشف کرد

sin(a + b) = sin(a)cos(b) + cos(a)sin(b) 
cos(2a) = 1 − 2sin2(a) 
sin(2a) = 2sin(a)cos(a) 
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 های اعداد مختلط ویژگی 1-1

 ختلطد مندازه )مدول( عدا 1-1-1

 گردد: ميزير تعريف  شود و با رابطة نوشته مي zهر عدد مختلط به شکل  اندازة
 

 (۸                               )          z x y 2 2 

 

zعدد مختلط  (مدول )قدرمطلق :1مثال  i 4  را محاسبه کنيد: 2
 

z   2 24 2 2 5 
 

 مزدوج عدد مختلط 1-1-2

دست  هب i–به  i شود که از تبديل  يک مزدوج مختلط تعريف مي ،برای هر عدد مختلط

)(آيد و با  مي z  ياz ضرب مزدوج عدد  شود. با استفاده از حاصل نمايش داده مي

 دست آورد: هزير مدول عدد مختلط را ب يوةتوان به ش مختلط در خود آن مي
 

(4                       )           z x iy       z x iy  
 

( )( )zz x iy x iy x ixy ixy y x y         2 2 2 2 
 

( )z zz x y  

1
2 22 

 

...,اگر  mz ,z z1  لط برقرارند:برای مدول اعداد مختزير  اعداد مختلط باشند، خواصّ 2
 

,الف(  ,... ...m mz z z z z z1 2 1 2 
 

, (ب
zz

z
z z

 
11

2
2 2

0 
 

... ج( ...m mz z z z z z      1 2 1 2 
 

z د( z z z  1 2 1 2 



 3     اعداد مختلط

 جبر اعداد مختلط 1-2
 که عمليات جبری بين اعضای طوری بهشود  تعريف مي يای جبر خاصّ برای هر مجموعه

در آن مجموعه وجود داشته باشد. بديهي  گردد و حاصل بايد آن مجموعه تعريف مي

 است جبر اعداد مختلط مستثنای از اين قاعده نيست.
 

 جمع:
z,فرض کنيد  z2  :شوند يمدو عدد مختلط باشند که به شکل زير تعريف  1

 

z x iy 1 1 1 
 

z x iy 2 2 2 
 

 ت با:  اين دو عدد مختلط برابر اسجم حاصل
 

(5                          )  ( ) ( )z z z x x i y y     1 2 1 2 1 2 
 

 جم  دو عدد مختلط يک عدد مختلط است. حاصل کنيم که ملاحظه مي

های  بخشهای حقيقي را با هم جم  کرده و  بخشپس برای جم  دو عدد مختلط 

 يم.کن موهومي را نيز با هم جم  مي

 

 عمل جمع در اعداد مختلط خواصّ 1-3
نشان  zصفر مختلط است که در اينجا با  ،عضو خنثي در عمل جم  اعداد مختلط -

 داده شده است.
 

   z x i y z  1 1 1      ( ) ( )z z z x i y     1 1 1   z i  
 
 جايي است. ای خاصيت جابهجايي: جم  دو عدد مختلط دار هخاصيت جاب -

 

( ) ( )

( ) ( )

z z x x i y y

x x i y y z z

    

     

1 2 1 2 1 2

2 1 2 1 2 1
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 پذيری هستند. : اعداد مختلط دارای خاصيت شرکتپذيری خاصيت شرکت -
 

( ) ( )z z z z z z    1 2 3 1 2 3 
 

 معکوس عمل جم  -
معادل با عضو خنثي در جم  اعداد  ،معکوس جمعي آن جم  يک عدد مختلط با

 مختلط است.

( )   0 0z z i 
 

به شمال  30 با زاوية يلام 22به شمال شرقي،  45با زاوية  يلام 12شخصي  :2 ثالم

رود. مسافت پيموده شده و  به جنوب غربي مي 60 با زاوية يلام 1۳غربي، و سپس 
 يد.، تعيين کنتصويری به روش)ب(  تحليلي به روش( الفجهت آن از نقطه شروع را )

 
های  در اين صورت ت يير مکان ،شروع باشد نقطة Oفرض کنيم  تحلیلی. روش (الف)

شوند. حاصل هر سه ت يير مکان با  مي نمايش داده BCو  AB,OAمتوالي با بردارهای 
 شود: مي نشان دادهبردار زير 

OC OA AB BC   
 

                          
 1-1 شكل

 توان نوشت: مي اامّ

(cos sin )

i

OA i e



   412 45 45 12 

A 

O 

C 

B 

12 

22 
1۳ 

02

 

45

 

۸2

 



 5     اعداد مختلط

 cos( ) sin( )

i

AB i e



    

2
320 90 30 90 30 20 

 

 cos( ) sin( )

i

BC i e



    

4
318 180 60 180 60 18 

 

 :صورت  در اين
i i i

OC e e e

  

  

2 24
4 3 312 20 18 

 

   cos cos cos sin sin sini     12 45 20 120 18 240 12 45 20 120 18 240

 

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )i
      

           
      

2 1 1 2 3 312 20 18 12 20 18
2 2 2 2 2 2

 
 

( ) ( )i   6 2 19 6 2 3 
 :يمداشته باش ،هرگاه

(cos sin ) ( )r i i     6 2 19 6 2 3 
 

 :، خواهيم داشتگاه آن

/( ) ( )r     2 26 2 19 6 2 3 14 7 
 

  و

/
/

cos cos ( )  
   1 16 2 19 0 717 135 49

14 7
 

 

14/ مسرررافت شرررخ  ايرررن لرررذا، شرررروع و در جهرررت   مايرررل را از نقطرررة  7
  135 49 90 45  شمال غربي طي کرده است. سمت به 49

 
 ضرب اعداد مختلط 1-4
z مختلطو عدد د zو  1  :شوند زير در هم ضرب مي شکلبه  2

( )( )z z x iy x iy

x x ix y ix y y y

  

   

1 2 1 1 2 2

1 2 1 2 2 1 1 2
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(0               )           ( ) ( )x x y y i x y x y   1 2 1 2 1 2 2 1 
 

 يک عدد مختلط است. ،شود که حاصل ملاحظه مي
 

 عمل ضرب خواصّ 1-5
است که به شکل  1ل ضرب اعداد مختلط، عدد مختلط در عم :عنصر خنثي -

z i 1 د.شو تعريف مي 

 عمل ضرب: جايي نسبت به جابهخاصيت  -
 

z z z z1 2 2 1 
 

 پذيری: خاصيت شرکت -
 

( ) ( )z z z z z z1 2 3 1 2 3 
 

 پذيری: خاصيت توزي  -
 

( )z z z z z z z  1 2 3 1 2 1 3 
 

)اگر  , )z a b1 1 1 ،( , )z a b2 2 )، و 2 , )z a b3 3 را  پذيری توزي ، قانون باشند 3
 :مثابت کنيتوانيم مطابق زير  مي

 

 

( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , )

( ( ) ( ), ( ) ( )

( , )

( , ) ( , )

( , )( , ) ( ,

z z z a b a b a b a b a a b b

a a a b b b a b b b a a

a a b b a a b b a b b a a b b a

a a b b a b b a a a b b a b b a

a b a b a

     

      

      

     

 

1 2 3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 3 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 1 2 1 3 1 3 1 2 1 2 1 3 1 3

1 2 1 2 1 2 1 2 1 3 1 3 1 3 1 3

1 1 2 2 1 )( , )b a b z z z z 1 3 3 1 2 1 3

 

 
در  ها آنعدد مختلطي است که با ضرب  ،وارون هر عدد مختلط: عدد مختلط وارون -

 ضرب برابر يک خواهد شد: حاصل يکديگر

z z i  1 1 
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( , ).( , ) ( , ) ( , ) ( , )x y x y x x y y x y y x         1 1 
 

( , ) ,
x y

z x y
x y x y


 

    
   

1
2 2 2 2 

 

x x y y

x y y x

  


  

1 
 

 شود: حاصل مي i1 برابر با zوارون  ،دستگاه بالا با حلّ
 

*

*

( )( )

( )( )

z x iy z x iy x iy
z

z x iy x iy x iyz

  
   

  

2 1 2 2 1 2 1 1

1 2 2 2 2 2 22
 

 

x i x y i x y y x y
z i

x i x y i x y y x y

   
    

   

2 2 2 2
1 2 2 2 2 1 2 1
2 2 2 2
1 2 2 2 2 1 2 1

1 1 

 
z وارون عدد مختلط :3 مثال i 1 .را پيدا کنيد 

زير  مطابقباشد که  z1 ي مانندعدد مختلط ، zفرض کنيم وارون عدد مختلط  :حلّ
 شود: تعريف مي

z x iy 1 1 1 
 

 :کنيم ميزير پيدا  را به روش y1و  x1بنابراين 
 

zz i 1 1 
 

( )( )i x iy x iy x i y i        1 1 1 1 1 11 1 1 0 
 

x y

x y

 
 

 

1 1

1 1

1
       ( ) ( )x y x y i i    1 1 1 1 1 

 

      
y

x y

x


 

    
 


1
1 1

1

1
2

1
2
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 و

z i 1
1 1
2 2

 
 

 تقسیم اعداد مختلط 1-6
 يد:آ دست مي هيک عدد مختلط است که به شکل زير ب ،حاصل تقسيم دو عدد مختلط

 

*

*

z x iy z

z x iy z


 



1 1 1 2

2 2 2 2
 

 

( )( )

( )( )

z x iy x iy x x i x y i y x y y

z x iy x iy x y

    
 

  

1 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2
2 2

2 2 2 2 2 2 2
 

  

(7)                        
z x x y y y x x y

i
z x y x y

  
   

   

1 1 2 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2
 

 

 تصویری اعداد مختلطش نمای 1-7
. هر کند مينمايش هندسي مفاهيم رياضي در اغلب موارد کمک شاياني به فهم موضوع 

 –آرگاند  صفحة مختلط( که صفحة نام )به x-yتوان در صفحه  را مي zعدد مختلط 
بيانگر  Xگاوس محور افقي  –آرگاند ، نمايش داد. در صفحةشود يمنيز خوانده  گاوس

 است. عدد مختلط بيانگر قسمت موهومي Yقسمت حقيقي و محور عمودی 
 

 
 

 2-1شكل 
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هر نقطه مانند 
y

x
p مانند در اين صفحه بيانگر يک عدد مختلط iyxz  

rباشد که  مي x y
 

  
 

2 و  OPبين  مدول عدد مختلط معروف است و زاويةبه  2

)arg( شود و با رابطة ناميده مي zآرگومان  ، Xقسمت مثبت محور  z  نشان داده
 :توان نوشت مي ،اضافه کردرا  k2 مقدار به  توان مي ه به اين کهشود. با توجّ مي

 

(۳                                      )( ) arg( )arg z z k 2    
 

)arg( بالا در رابطة z از بازة ت ييرات آن و  نامند ميرا مقدار اصلي آرگومان 
 صفحة و برای نيم تا  از  xبالايي محور  صفحة برای نيم که طوری است، به تا 

)arg(طور خلاصه  کند. به ت يير مي تا  پاييني از  z تلف به های مخ رای رب ب
 شود: شکل زير نوشته مي

 

 ل برای ربع اوّ

arg( ) tan
y

z
x

   1           x

y





 

 
 م برای ربع دوّ

arg( ) tan
y

z
x

     1        x

y





 

 
  مبرای ربع سوّ

arg( ) tan
y

z
x

      1        x

y





 

                              

 
   برای ربع چهارم

arg( ) tan
y

z
x

    1          x

y





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ها  های آن تر يا مساوی مجموع مدول کوچک ،ثابت کنيد مدول مجموع دو عدد مختلط: 4 مثال
 است.

 

( )z z z z  
2 2

1 2 1 zو يا      2 z z z  1 2 1 2 
 :حلّ       

( ) ( )z z x x i y y    1 2 1 2 1 2 
 

( ) ( )z z x x y y

x x x x y y y y

     
 

      
 

2 2 2
1 2 1 2 1 2

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 22 2

 

 

zاز طرفي قسمت حقيقي  z1 xبرابر  2 x y y1 2 1  :يعني ،باشد مي 2
 

Re( )z z x x y y 1 2 1 2 1 2 
 

( ) ( )z z z z  
2 2

1 2 1 2     Re z z z z1 2 1 2 
 توضيح:

* Rez z z  2 
 

* * * * *( ) Re(( )z z z z z z z z z z   1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 2 2 

 
های  تر يا مساوی تفريق مدول ثابت کنيد مدول تفريق دو عدد مختلط بزرگ :5 مثال
 ها است. آن

z z z z  1 2 1 2 
 :حلّ       

( )z z z z  
2 2

1 2 1 2 
 

( ) ( )z z x x i y y    1 2 1 2 1 2 
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( ) ( )z z x x y y

x x x x y y y y

     
 

      
 

2 2 2
1 2 1 2 1 2

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 22 2

 

 

( ) ( ) ( )

( )

z z x y x y x x y y

z z x x y y

       
 

    
  

2 2 2 2 2
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 2 1 2

2

2
 

 

x x y y z z 1 2 1 2 1 2 
 

( )z z z z  
2 2

1 2 1 2 
 

z z z z  1 2 1 2 

 

 .را ثابت کنيد تساوی زير :6 مثال
* * *( )z z z z  

11 2 2 
 :حلّ       

*

* *

( ) ( ) ( )

( ) ( )

z z x x i y y

x iy x iy

z z

   

   

 

1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

1 2

 

 
 .دست آوريد هزير را ب های حقيقي معادلة جواب :7 مثال

( ) ( )i x i y i    4 2 5 3 13 
 :حلّ       

x xi y yi i    4 2 5 3 13 
 

,x y  2 1   x y

x y

 


 

4 5 13
2 3 1

      ( ) ( )x y x y i i    4 5 2 3 13 

 
 .ومان عدد مختلط زير را پيدا کنيدآرگو مدول  :8 مثال
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sin cosz i
 

  
8 8

 

 :حلّ       

sin cosz
     

      
     

1
2 2 2

1
8 8

 

 

cos

arg tan

sin

tan cot tan (tan )

z






  
 



 

 
 

    
 
 

   
         

   

1

1 1

8

8

8 2 8

 

 

arg z
  


 

     
 

5
2 8 8

 
 

, ,...k 01     ,     Argz k



 

  
 

5 2
8

       argArgz z k 2 

 

 شكل قطبی اعداد مختلط 1-8

x( به طول x,yبردار ) y  2 ا محور اين بردار ب مگيريم. فرض کني را در نظر مي 2
x  ها زاويه که   طوری هبدهد  ميتشکيل  خواهيم  صورت، در اين .باشد

 داشت:
 

(9         )                     y
tg

x
  1       ,     siny   ,     cosx 

 
توان  شکل قطبي اعداد مختلط را مي ، z=x+iy ی مقادير بالا در رابطةگذاربا جا

sin(cos(صورت  به  iz  نوشت که در اين رابطه  مدول و  آرگومانz 
 :باشند مي

zarg    ,    z 
 های قبل بيان شد. در قسمت و  اسبةة محنحو و



 13     اعداد مختلط

سهولت در برخي از عمليات جبری از جمله  ،شکل قطبي اعداد مختلط مزايایاز 
 فرض کنيد: ،عنوان مثال باشد. به ضرب مي

 

(cos sin )z i   1 1 1 1      ,      (cos sin )z i   2 2 2 2 
 

zلذا  z1  برابر خواهد شد با: 2
 

 cos cos sin sin (cos sin cos sin )z z i            1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 
 

 cos( ) sin( )z z i        1 2 1 2 1 2 1 2 
 

ضرب دو عدد مختلط، عدد مختلطي  توان گفت حاصل ي ميپس در حالت کلّ
آن  يا شناسةهای آن دو عدد و آرگومان  ضرب مدول است که مدول آن برابر با حاصل

 :، داريميعني .باشد يم ها های آن مساوی مجموع آرگومان
 

   1 2   , 1 2   
 

 را به شکل قطبي نمايش دهيد. زيرعدد مختلط  :9 مثال
 

z i  1 3 
 :حلّ

 ( )z 
 

      
 

1
2 221 3 2 

 

tan


      1 23
3

 
 

cos sinz i
     

       
    

2 22
3 3

 

 
 يد.به شکل قطبي بيان کنختلط زير را اعداد م :11 مثال

  

i2( الف) 2 i)ب(                   3 5 i( ج)                5 6 2 
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 :حلّ       
i2 عدد مدول يا قدر مطلق)الف(  2   برابر است با: 3

 

i     2 2 3 4 12 4 
 راديان عبارت است از:برحسب شناسة آن  و دامنه يا

 

sin sin


     1 12 3 3 60
4 2 3

 

 :نوشت توان يم، صورت در اين
 

(cos sin ) (cos sin ) (cos sin )i r i i i
 

       2 2 3 4 60 60 4
3 3

 
 

ie/صورت  توان با استفاده از فرمول اويلر، به را مي نتيجة بالا  نوشت. 34
 

 
 

 3-1شكل 
 

i برای عدد مختلط )ب( 5  نيز داريم: 5

i     5 5 25 25 5 2 
 

 راديان
    

3180 45 135
4

 

 :1صورت در اين

(cos sin )

i

i i

cis e




   

 

3
4

5 5 5 2 135 135

35 2 5 2
4

 

                                                                                                                   
1. cisθ=cosθ+isinθ 

i2 2 3

2 3
4

60

2
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i به همين ترتيب، برای عدد مختلط (ج) 6  داريم: 2
 

i      6 2 6 2 2 2 
 

tan   1 y

x
  

 

راديان
  

5
6

 

 :صورت در اين

(cos sin )i i
 

   
5 56 2 2 2
6 6

 

 

 
 
 4-1شكل 

 

 شكل نمایی اعداد مختلط 1-9
izتوان به شکل نمايي  اعداد مختلط را مي e   نمايش داد که در آن مدولz  و

 باشد آرگومان آن مي: 
iz e  

z  
(12                 )                           arg z  
 

zاعداد مختلط  مجموعة :11 مثال 0  1*را طوری بيابيد که در شرط zzn   صدق
 کند.

 حلّ:       
 

( )i n n i nz e z e      1 1 1 

2 2

210

30 2

 6




