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 مقدمة مؤلّف
رود و شـمار مـي   ترين دروس رشـتة فيزيـك بـه   رياضي فيزيك يكي از اساسي ،شكبي

مند هستند به فهم دقيـق و صـحيحي از مسـائل    يادگيري آن براي تمام كساني كه علاقه
ويژه در دروس الكتروديناميك و مكانيك كوانتـومي دسـت يابنـد، ضـروري     بهفيزيكي 

هاي مصوب وزارت علوم، تحقيقات رو داريد، بر طبق سرفصلاست. كتابي كه در پيش
) تنظيم شده است و تا حد امكان سعي بر اين 3وري براي درس رياضي فيزيك (آ و فنّ

اثبـات شـوند تـا فرآينـد      گـام بـه و گام طور كاملبوده است كه تمامي روابط رياضي به
 اينيادگيري خودآموز اين درس نسبتاً سنگين را به آساني ميسر سازند. لذا، روي سخن 

ا  دارنـد،  را سنّتي آموزش و كلاس به دسترسي حداقل كه است دانشجوياني با كتاب  امـ
 پـاداش  كـه  اسـت  شـگفتي  و دشـوار  راه در آنان راهنماي چراغي چون يادگيري شوق

 روابـط  پـردة  پـس  در كـه  اسـت  زيبايي فيزيكي مفاهيم درك و مشاهده آن، در چالش
 . اند شده پنهان رياضي مبهم و غامض
 و نظـر  هرگونـه  و باشـد نمي اشكال و نقص از خالي اثر اين كه است مسلّم ،البتّه       

 كيفـي  و كمـي  بهبـود  و ايرادهـا  رفـع  راستاي در محترم خوانندگان سوي از پيشنهادي
 خوانندگان به مفيد توصية 1.بود خواهد مؤلّف استقبال و گرمي دل موجب كتاب، مطالب

                                                                                                                                               
 .نمايند ارسال fnphysics.com@gmail.com آدرس به را خود پيشنهادات و نظرات توانندمي يمارگ خوانندگان. 1

نه 

 تقديم به استاد فرزانه  

 دكتر مهدي گلشني                    



 درس ايـن  بـراي  موجـود  منابع ساير به كتاب اين مطالب فراگيري از پس كه است اين
 بـودن  محدود دليل به كه متنوعي و بيشتر مسائل حلّ و مطالب مطالعة با و كرده مراجعه

 در ويـژه به را خود يادگيري عمق است، گرديده نظرصرف هاآن بيان از كتاب اين حجم
 آزمـون  تعـدادي  و ها تمرين از برخي حلّ كه است ذكر به لازم. بيازمايند فيزيكي مسائل
 فايـل  صورت به يا و درسي كتاب همراه به CD شكل به ضميمه بخش دو همراه به تستي

 .  گرفت خواهد قرار دانشجويان اختيار در تدوين بخش به مربوط سايت وب در
 احمـد  دكتـر  و محسني مرتضي دكتر از كه دانم مي واجب خود بر كلام، پايان در       
 سـعيد  دكتـر  از و كتـاب  تـأليف  مراحـل  در شـان  ارزنـده  هاي راهنمايي خاطر به آخوند

 عهـده  بـر  تمـام  هرچـه  دقّـت  و حوصـله  با را كتاب اين علمي ويراستاري كه محمدي
 مهـري  مهنـدس  ارثـي،  دوشـابچي  سميه مهندس ارجمندم و گرامي عزيزان از اند، داشته
مهنـدس  ، و مسـلمي  سـيدي  حسـين  مهنـدس  آذري، جـم  جـواد  مهنـدس  انور،زاده  تقي

 طـور  بـه  كتـاب  ايـن  محتـواي  بندي قالب و تنظيم تهيه، مراحل تمام در كه فتحي محسن
دكتـر   هي ودكتـر محبوبـه عبـدالّ    از دوسـتان گرانقـدرم   نيز ،اند نموده ياري مرا اي شائبه بي

د   زاده،  جعفـري   دكتـر محمـدعلي   و از اسـاتيد بزرگـوارم   ،معصومه عابديني دكتـر محمـ
 انـد،  كه همواره مشوق من بوده دكتر پرويز حوائي و وحيد تكوك،  دكتر محمد مهرآفرين،

هـاي دنيـاي فيزيـك را     شـگفتي اره ويژه استاد فرزانه دكتر مهدي گلشني كـه همـو   و به
 قلبـي  سـپاس نهايـت   و نمـوده  قدرداني ،ام و از ايشان بسيار آموخته اند تصوير كشيده به

 .نمايم ابراز را خود
 تـدوين  محتـرم  معاونـت  صـادقي،  حسن دكتر تدوين محترم مديريت از ،چنين هم       
 زينب خانم عالي، امير آقاي تدوين محترم كارشناسان و از نيز و ثمري محمدرضا آقاي

 چـاپ  راسـتاي  در شان دريغ بي زحمات خاطر به نژاد علي خديجه خانم ،عراقي حيدري
 .مدار را امتنان و سپاسگزاري كمال كتاب، اين
 
 

 توفيق رزويآ با
 پاينده فريّن دكتر

ده 



 
 

 فصل اول
 
 توابع گاما و بتا 

 
 گفتار يشپ

  ةمحاسـب ي و كـولن توابـع مـوج    بهنجـارش ير نظيزيكي فتوابع گاما و بتا غالباً در مسائل 
يدشـان در بسـط و   فواين توابع از ايت اهمشوند.  يمي ظاهر آماريك مكاناحتمالات در 

ي هـا  انتگـرال يـل،  فاكتوري، توابع خطا، تـابع  هندسير توابع فوق نظير توابع ساگسترش 
ي داراي همگــ كــهي و... تنــاوبيضــوي، توابــع بابــع ويريكلــه، تدي هــا انتگــراليي، نمــا

ي تـابع گامـا سـه    بـرا گيرد. معمـولاً   يمباشند، سرچشمه  يميزيكي فيم مستقي كاربردها
ين نخسـت ارزند. با يكديگر هم ها يفرتعين ا كهبرند  يم كار مناسب بهيف متفاوت و تعر
، و نشـان  هـا  آن ة سـاد يم و مسـتق يامدهاي پي برخ كردنيف، عنوان تعارين ايان بما  كار

 شود. يميز خوانده نيل فاكتوراست. تابع گاما، تابع  ها آنارزي دادن هم
 

 ي آموزشيهاي جزئهدف
 پردازيم.هاي آن ميگاما و بيان ويژگي في تابعدر اين فصل به معرّ

 بتواند: اين فصل پس از مطالعةدانشجو رود انتظار مي
ها استفاده كند. ارز تابع گاما را بشناسد و در انجام محاسبات از آنسه تعريف هم.1
هاي تابع گامـا (توابـع دي گامـا و پلـي گامـا) را      هاي مربوط به محاسبه مشتقروش.2

كار گيرد. ت بهو در محاسبابشناسد 
دسـت   بـه  هاي متفاوت انتگرالي آن را بشناسد و در محاسـباتي مثـل  تابع بتا و نمايش.3

ها از آن استفاده كند.آوردن مقدار انتگرال
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 كن،  دوست بدار و گذشت                   

 ياد بگير و پيش برو.                            
 

                                       
        "ياكوب تراخنبرگ"  

          رياض يدان روسي 
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 يلر)اوي حديش نماي (نامتناهيك حد صورت  بهيف تابع گاما تعر 1-1
ي عبـارت  نامتنـاه يـك حـد   صورت  به، 2يلراومنسوب به ، 1يف از تابع گاماتعرين نخست

 است از:
Γ(z) = 
��

�→�

�! ��

 � (� + 1)(� + 2) … (� + �)
       ,     z ≠ 0, −1, −2, −3, … 

)1( 
در بسـط   (�)Γ از بـالا  فيتعر مختلط باشد. اي و يقيحقريمتغ كي تواند يم z ،در آن كه

ة محاسـب و در  3رشـتراس يواي نامتنـاه ضـرب   نـام حاصـل   به  (�)Γ يها صورتي از كي
ln مشتقّ Γ(�)  ي جاگذاربا  .شود يمواقع  ديمفz+1  يجا به z  ،داشت: ميخواه 

Γ(z + 1) =  
��
�→�

�! ����

(� + 1)(� + 1 + 1)(� + 2 + 1 ) … (� + � + 1) 

 
Γ(z + 1) = 
��

�→�

�! ��

 � (� + 1)(� + 2) … (� + �)���������������������
�(�)


��
�→�

� �
 � + � + 1 

 

 
Γ(z + 1) =  Γ(�) 
��

�→�

� �
 � + � + 1 

=  Γ(�) 
��
�→�

� �

 � ��
�

+ 1 + �
�

�
 

 
Γ(z + 1)  =  Γ(�)

�
�
�

+ 1 + �
�

=  Γ(�)
�

 0 + 1 + 0 
=  Γ(�) � 

 :لذاو 
)2(Γ(� + 1) = � Γ(�)                                                                                          

 
 يم:رآو مي دست به ،ينبنابرا آيد. يمشمار  ي تابع گاما بهاساس ين عبارت، رابطةا

Γ(1) = 1 

Γ(2) = 1 

Γ(3) = 2Γ(2) = 2 × 1 = 2! = 2 

                                                                                                                                          
1. Gamma Function 
2. Euler 
3. Weierstrass 



 3     توابع گاما و بتا

Γ(�) = (� − 1)(� − 2) × … × 3 × 2 × 1 = (� − 1)! 

 
 ير:زصورت  بهي تابع گاما برايلر اوي نامتناهيف حد تعر: در نكته       

 

Γ(z) = 
��
�→�

�! ��

 �(� + 1) … (� + �)
 

 
zي ازا به كه ميكن يمملاحظه  = zو 0 = −1, −2, ي، منف ـ حيصـح ي اعـداد  تمامي عني  …
 اام ي است،ليتحلريغتابع گاما در نقاط مزبور  گريد عبارت بهو  شود يم نهايت بيتابع گاما 

 ـاشاره  نكته نيا به ستين. لذا بد باشد يمي ليتحلمختلط   ةصفحنقاط  ريسادر  بـا   كـه  ميكن
انتگرالي تابع گامـا   فيتعرو  بالا  ةرابطتابع گاما مطابق  لرياوي نامتناهحد  فيتعر ة سيمقا
z #" يازا به كه >  كـه  شود يمپرداخت، ملاحظه  ميخواهمعتبر است و در ادامه به آن  0
 ي آن است.انتگرال شينماي ليتحلة ادامي تابع گاما نامتناهحد  شينما

"# � = 	   ,     � = 	 + �$ 

 

 
 

 مختلط ةقاط غيرتحليلي تابع گاما در صفحن): 1-1شكل (

 
از  Dاي مانند  يهناحدر  كهيم باشداشته  (�)%ي مانند تابعيم كن: فرض يادآوري

 كهي ا گونه يابيم بهبرا  (�)&يگري مانند ديلي باشد. حال اگر تابع تحلمختلط،   ةصفح
در  (�)&يگر تابع د عبارت بهيلي يا تحليز ن ′D، در ناحية D ية ناحين تابع علاوه بر ا
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D ية ناح ∪ D′ ي هر براچه  گاه چنان ي باشد، آنليتحلz ّة يناحق به متعل D  ميباشداشته: 
∀�-.:  %(�) = &(�) 

 

 
 

 در صفحه مختلط /.و  .نواحي تحليلي  :)2-1شكل (
 

 ـناحدر  (�)%يلـي  تحل ادامة (�)&گفت  ميخواهصورت  نيادر  يـك تـابع    اسـت.  ′Dة ي
ص ي به وسيله يـك سـري تـواني همگـرا مشـخّ     طور محلّ تابعي است كه به نيز تحليلي

 تحليلي حقيقي است اگر بـراي هـر    D باز ةمجموع يرو % ابعت ،به بيان ديگر .شود مي
 :بتوان نوشت D  در 4	 

%(	) = 5 ��(	 − 	4)�
�

�64

 

 
 :ديكنثابت  درستي تساوي زير را مثال:

7 = lim
�→�

8
�!

(2� + 1)‼
;

<
2 <��<  � 

Γ كه ميدان يم حلّ:        ��
<
� = تابع ي برا لرياوي نامتناهحد  فيتعراز  ،است. حال 7√

�ي ازا بهگاما  = �
<

 :ميكن مي استفاده 

Γ(z) = lim
�→�

�!  ��

� (� + 1)(� + 2) … (� + �)
 

Γ @
1
2

A = lim
�→�

�!   �
B
C

�
< 

��
<

+ 1� ��
<

+ 2� … ��
<

+ ��
 

' 
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√7 = lim
�→�

�! √�

 �
<

E��
<
� ��

<
� … ��

<
�F���������

�B
C�

G

[3 × 5 … (2� + 1)]�������������
(<���)‼

 

√7 = lim
�→�

�! √�

 �
<

��
<
�

�
(2� + 1)‼ 

 

√7 = lim
�→�

�! √�
 (2� + 1)‼ 

2��� 

 داشت: ميخواهو  ميرسان يمرا به توان دو  بالاة رابط نيطرف ،اكنون

7 =  lim 
�→�

8
�!

(2� + 1)‼
;

<

 �  2 <��< 

 
 يلر)اوي انتگراليش نماين (معيك انتگرال صورت  بهيف تابع گاما تعر 1-2

 ـيـف  تعرنـام   ي بـه فراوانباز هم در موارد  كهي تابع گاما، انتگراليف تعر يلـر  اوي انتگرال
 است از: عبارت  شود، يمخوانده 

Γ(z) ≡ J #KL M�K�
�

4
 NM                        با شرط   "# � > 0 

 فيتعري مثبت قيحق ي صفحةروي است و فقط بر قيحقانتگرال  كي انتگرال بالا
� #"  با  ةمنطقو در  شود يم >  ـ. يشـود  ينم ـ نهايـت  بيي است و ليتحل0 ي هنگـام ي عن
مثبـت باشـد و     z يقيحققسمت  كه ميكن فيتعر بالاة رابطرا مطابق  zي گاما ميتوان يم

، نيبنـابرا خواهد بود.  نهايت بي Γ(z)  گاه آن ي باشد،منف zي قيحققسمت  كه يصورتدر 
 ـ شينماطبق   Γ(z) تابع  يل ـيتحلة مخـتلط  صـفح ة راسـت  م ـيني بـالا، تنهـا در   انتگرال
 ـ فيتعر كه نشان دهيم براي اين باشد. مي   ي بـا نـواح ي ازا ي تـابع گامـا فقـط بـه    انتگرال

"#  � >  :بنويسيم ريز صورت به يمتوان يمانتگرال بالا را  ،باشد يم حيصح  0

Γ(�) ≡ J #KL M�K�
�

4
 NM         
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 Γ(�) ≡ J #KL M�K�
O

4
 NM

���������
(P)

  +  J #KL M�K�
Q

O
 NM

���������
( PP )

  +   J #KL M�K�
�

Q
 NM

�����������
(PPP   )

 

ي داراهمواره وجود دارد و   b و a ة فاصلدر  )II(ي انتگرال عندوم ي ةجملبالا  در رابطة
ي است محدودي مقدار دارازين )III( ةجمل كه ميدهنشان  ميتوان يمي است. نيمعمقدار 

، به z ي ازخاصريمقادي ازا به (�)Γشدن  نهايت بيشود و لذا  نهايت بي تواند ينمو 
ي براباشد.  مي )I( ةجملانتگرال  نييپاي از حد ناش زينآن  كه) است I(خاطر جملة 

 كقدرمطلق آن از ي كه ميدهي است نشان كاف )III( ةاثبات محدود بودن مقدار جمل
 نوشت: توان يم ،است. لذا كوچكتر نيمععدد 

|RS|  ≤  |R||S|                ,         � = 	 + �$ 
 

UJ #KL M�K�
�

Q
NM U = UJ #KL M V�WXK�

�

Q
NM U 

 

UJ #KLM�K�
�

Q
NM U ≤ J |#KL|Y

Z\^

|MVK�|���
L_\B

�

Q
`MWX`Y

�

|NM|a
bL

 

 :رايز
`MWX` = MWX(MWX)∗ = MWXMKWX = 1 

 :ميآور يم دست به ،نيبنابرا

UJ #KL M�K�
�

Q
NM U  ≤  J #KL MVK�

�

Q
NM 

�����������
(∗)

 

ي است و قيحقعدد  كحاصل انتگرال سمت راست ي كه ميهستمطمئن  ،اكنون       
قدر  كه ميبرس جهينت نيا و به ميبنمائي حاصل آن براي عددبرآورد  كي است يكاف

مقدار  كاست و لذا حاصل آن ي تر كوچك نيمعي عددمقدار  كاز ي )III( ةجملمطلق 
 :ميريگ يمي بالا را در نظر نامساومنظور انتگرال سمت راست در  نيبد. باشد يممحدود 

(∗) = J #KL MVK�
�

Q
NM 

ي توانيي تابع همگرا ةسيمقااز  ميتوان يم ،بالايي انتگرال همگراي نشان دادن برا       



 7     توابع گاما و بتا

MVK�  يي مانند نماتابع  كبا ي# dL  يي همگرا، سرعت ميدانيمچه  . چنانميكناستفاده
$ ، اگر نمودار توابععنوان مثال هي است. بتواناز تابع  شتريبيي به مراتب نماتابع  = #L  

$و  = M   ميكنرا رسم: 

 

 

 

 

 

 

Mي مانند ا نقطهدو تابع در  نيانمودار  = از  كـه گونـه   . همـان كنند يمرا قطع  گريكدي -
از تـابع   تـر  بزرگy = t ي توان، تابع   -تا  0ة از بازي تمام، در شود يمبالا ملاحظه  شكل

$يي نما = #L  يي بـر هـر   نماو تابع  شود يم برعكس موضوع - ةنقطي پس از ولاست
M ي بـه مختصـة   ا نقطـه در واقـع، همـواره    .كند مي ي غلبهتوانتابع  =  ـپ-  شـود  يم ـ داي

 يازا و پس از آن نقطـه بـه   دينماي را قطع توانيي در آن نقطه تابع نماتابع  كهي ا گونه به
M   ميدار ،رايزي گردد. تواناز تابع  تر بزرگيي نما، تابع  -از  تر بزرگي ها: 

#L = 5
M�

  �! 
= 1 + M +

M<

2!
+

Me

3!
+ ⋯

�

�64

 

�ي وقت كهاست  واضحي، توانبرحسب توابع  V#يي نمادر بسط تابع         →  ـم ∞ ، كنـد  لي
M ي مانند  ا گاه پس از نقطه آن =  ـ . در نقطةكندي غلبه توانيي بر هر تابع نما، تابع - ي دو تلاق

 نوشت:توان  مي يينماي و تابع تواني تابع منحن
hM VK� = # dL jL6k    →       - VK� = # dk 

Mي  ازا به ،اكنون. ديآ يمدست  هبالا ب از رابطة - ،نيبنابرا ≥  نوشت: توان يم -

M VK�  ≤  # pL 

y 

t 
- 

$ = t 

o 

$ = #L 
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 داشت: ميخواهلذا، 

)1( `∫ #KL M�K��
Q  NM `  ≤  ∫ #KL MVK��

Q  NM  ≤  ∫ #KL MpL�
Q  NM   

0 كه ميگذار يم تيمحدود < � <  :ميآور يم دست بهصورت،  نياباشد. در   1

J #KL #pL
�

Q
 NM = J # (pK�)L

�

Q
 NM = 8

1
 � − 1 

 #(pK�)L;
Q

�
 

J #KL #pL
�

Q
 NM =  

1
 � − 1 

#(pK�)������
64

 −  
1

 � − 1 
 #(pK�)Q 

0 چونو  < � < �)  لذااست،   1 −  ي است و داريم:  منفمقدار  كي (1
    # (sK�)�  ≃  eK�  = 0 

 

)2( ∫ #KL #pL�
Q  NM =  − �

 pK� 
 #(pK�)Q      

 :ميآور يم دست به ،)2) و (1ة روابط (سيمقااز  ،لذا

UJ #KL M�K�
�

Q
 NM U   ≤  

1
  1 −  � 

 #(pK�)Q 

 :او ي
|(III)|  ≤  نمعي  يك مقدار عددي 

خواهيم  يم ،اكنونباشد.  يمي محدوديز مقدار ن (III)حاصل جملة  كهيم كردثابت  ،ينبنابرا       
∫يعني عبارت   (I)ة جمل كهيم دهنشان   #KL M�K�O

4 NM منظور نيبداست.  نيآفر مشكل ،
 دست بهو با بردن قدر مطلق به داخل انتگرال  ميكن مي ة مزبور را محاسبهجملمطلق قدر

 :ميآور يم
 

UJ #KL M�K�
O

4
  NM U   ≤   J #KLMVK�

O

4
  NM 

 

مقدار  اكثرحدKL #ي جا هباگر  ،نيبنابرا. شود يترم كوچك كاز ي KL#  از صفر، M شيافزابا 
M  ازاي به( كي يعني ،آن = حاصل عبارت انتگرال سمت راست را گاه  آن، ميدهرا قرار  ،)0

 توان نوشت: يم، نيبنابرا. مياكردهتر  باز هم بزرگ
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M   به ازاي = 0          →            #KL = #4 = 1 
 

UJ #KL M �K�
O

4
NM U   ≤   J #KL M VK�

O

4
NM   ≤   J M VK�

O

4
 NM 

 

J M VK�
O

4
NM = 8

1
 	 

 MV;
4

O
 =  

1
 	 

 � V −  
 1
 	 

 (0) V 
 ي:عني

UJ #KL M�K�
O

4
 NM U   ≤   

1
 	 

 (� V − 0 V) 
 

 كگاه صفر به توان يي باشد، آنمنف	  ي فوقنامساوحال اگر در سمت راست        
 :ميداري، عن. يشود يم نهايت بيي مساوي منفعدد 

	     به ازاي < �    #"        يا      0 < 0       →     UJ #KL M�K�
O

4
 NMU ≤ ∞ 

	 ازاي به ،پس < �  #" اي 0 < از  تر كوچك) I(عبارت  كه ميريبگ جهينت ميتوان ينم 0
 ي است:قيحقمقدار  كي

"# � < 0       →        |(�)|  ≤  ∞   
 

�  #" ازاي بهي تابع گاما انتگراليش نماين، بنابرا        > 	ي اگـر  حتّاست.  حيصح   0 = 0 
�  #"ي عني = ر مبهم است و لذا تابع گاما و(صفر به توان صفر) جزو ص 04باشد، باز هم   0

 شود.ينم فيتعر

 
 ـ شينمابا استفاده از  :1 مثال �)Γ  ةرابط ـي درسـت ي تـابع گامـا،   انتگرال + 1) = w Γ(�)  را

 .ديدهنشان 
 حلّ:       

Γ(�) = J #KL
�

4
 M�K� NM 

Γ(� + 1) = J #KL
�

4
 M�  NM = J M�

�

4
(#KL NM) 
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J M�
�

4
(−N#KL)  =  − J M�⏟

y

�

4
(N#KL)���

b{
 

 :ميدارروش جزء به جزء  ي بهرگي با استفاده از انتگرال
J }  N~ = } ~ − J ~  N} 

 

� } = M �     →     N} = �  M �K� NM 
N~ = N#KL     →       ~ = #KL        

 

Γ(� + 1) = − � M�#KL���
(∗)

 − J #KL � M�K� NM �
4

�

 

جمله اول = (∗) = [  M�#KL]4
�  =  lim

�→�
M� #KL   −  lim

�→4
  M� #KL = 0 − 0 = 0 

 

t    ازاي بهKL#  يينماچون تابع         →  ليمبه سمت صفر �M  يتوانتر از تابع  عيسر∞
 :ميآور يم دست به، نيبنابراة اول برابر صفر خواهد بود. جمل، لذا حاصل كند يم

Γ(� + 1) = − �0 − J #KL � 
�

4
M�K� NM� = � J #KL

�

4
M�K� NM = � Γ(�) 

 :پس
Γ(� + 1) = � Γ(�) 

 
� #" ازاي بهيد كنثابت  :2مثال > ي تابع گامـا  براي نامتناهحد  شينماي و انتگرال شينما،  0

 ارزند.هم گريكدبا ي

ي ل ـيتحلة ادام ـي تابع گامـا،  براي نامتناهحد  شينماشد،  ذكر زينقبلاً  كه يطور هب حلّ:       
 ـ شينمااز  ميخواه يم ،اكنوني آن است. انتگرال شينما حـد   شينمـا ي تـابع گامـا بـه    انتگرال

 :ميدار. ميدهرا انجام   يا ساده ريمتغرييتغ كهلازم است  ،منظور نيبد. ميبرسي آن نامتناه

Γ(�) =  J #KL M�K� NM            ,         "#  � > 0
�

4

 

 :ميكن مي يجاگذار، ميدان مي يعموم اتياضيراز  كهرا  ريزفرمول  KL#ي جا هب ،حال
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#KL  =  lim
�→�

(1 −
t
N

) � 

 :ميدار ،يعني

Γ(�) = J 
�� 
�→�

 (1 −
M
�

) � M �K� NM =  
�� 
�→�

J (1 −
M
�

) � M �K� NM
�

4

�

4
 

 :ريزشكل  بهي ريمتغ رييتغبا 
ريمتغ رييتغ  :  

M
�

= }    →     M = �}    →    NM = � N} 

 :ميآور يم دست به،  (�)Γي در جاگذارو با 

Γ(�) = 
��
�→�

J  (1 − })� (� })�K� � N}  
�

4
 

 

 :رايز. شود يم ليتبد 1 تا 0 به ∞تا  0 از انتگرال، حدود  u به  t از ريمتغ رييتغبا انجام 
 

 M = � }     →       } =
M
�

      →       �M = 0     →     } = 0
M = ∞    →     } = 1 

 داشت: ميخواه. كند يم ليم نهايت بيبه  كهي است حيصحعدد  N كه

Γ(�) = lim
�→�

J (1 − u)� N�K� u�K� � N} 
�

4
=  lim

�→�
�� J (1 − u)� u�K� N}

�

4
 

يش نمـا يم جملات موجود در مخرج عبارت تابع گامـا در  بتوانين كه اي برا ،حال       
 كنـيم.   يم ـروش جزء به جزء اسـتفاده   گيري به از انتگرال يم،كني آن را ظاهر نامتناهحد
 نماييم: يميم تقسضرب و  zة بالا را در يك رابط ،ابتدا

Γ(�) = 
��
�→�

  �� 

 � 
J (1 − })��������

L
 �  }�K� N}�������

b{

�

4
= 
��

�→�

  ��

w
J (1 − })��������

L
N(}�)���

b{

�

4
 

J  :انتگرال گيري جزء به جزء M N~  =  M ~ − J ~ NM 

 

�
(1 − })� = M                →         � (1 − })�K� N} = NM                                 

�  }�K�  N} = N~         →         J �  }�K�  N~ = J N~        →       }� = ~  
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Γ(�) = lim
�→�

 ��

�
8 (1 − })� }� − J }� �(1 − })�K� NM  ;

4

�
 

 

Γ(�) = lim
�→�

��

w
�(1 − 1)�1� − (1 − 0)� × 0� − � J }�(1 − })�K� NM 

�

4
� 

 

Γ(�) =  lim
�→�

��

�
 � J }� (1 − })�K�  NM

�

4
  × (−1) 

� كرا در ي بالاة رابط نيطرف ،حال        +  ميبتـوان تا دوبـاره   ميكن يم ميتقسضرب و  1
 :ميكنجزء به جزء استفاده  به روشي رگي از انتگرال

Γ(�) = lim
�→�

 ��

�
 � 

1
� + 1

 J }� (1 − })�K�(� + 1) NM
�

4
× (−1) 

 

Γ(�) = lim
�→�

��   
�
�

 
1

� + 1
 J (1 − })�K�������� 

L

(� + 1)}�N}���������
b{

�

4
 × (−1) 

 

Γ(�) = lim
�→�

�� 
 �
�

 
(−1)

 � + 1 
J (1 − }) �K��������

L
 N (}���)�������

b{

�

4
 

 

�
(1 − }) �K� = M              →         (� − 1)(1 − })�K< N} = NM                           

(� + 1) }�  N} = N~      →     J(� + 1) }�  N~ = J N~      →      }��� = ~       
 

 

Γ(�) = lim 
�→�

�� �
�

(−1)
� + 1

8(1 − })�K�}���– J }���(� − 1)(1 − })�K< N};
4

�

 

 

Γ(�) = lim
�→�

��  
 �
 � 

 
(−1)

 � + 1 
�(1 − 1)�K� × 1����������������

64
− (1 − 0)�K� × 0����������������

64
 

− J } ���(� − 1)(1 − })�K< N}
�

4
� 
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Γ(�) = lim 
�→�

��  
�
�

 
� − 1
� + 1

J (1 − })�K< }��� N}
�

4
 

�ة بالا را در رابط نيطرف ،اكنون        + از  ميبتـوان تا دوباره  ميكن يم ميتقسضرب و   2
 :ميكنروش جزء به جزء استفاده  ي بهرگي انتگرال

Γ(�) = lim 
�→�

�� �
 � 

 
� − 1
 � + 1 

 
1

� + 2
J (1 − })�K<������� 

L
 (� + 2) }���N}�����������

b{

�

4
 

 

Γ(�) = lim 
�→�

��  
�
 � 

 
� − 1
 � + 1 

 
1

 � + 2 
J (1 − })�K<������� 

L
N(}��<)  �������

b{

�

4
 

 

�
(1 − }) �K< = M       →        (� − 2) (1 − }) �Ke   N} = NM                          

(� + 2) } ���  N} = N~   →   J(� + 2)} ��� N} = J N~   →   } ��< = ~
 

 

Γ(�) = lim 
�→�

��  
�
�

 
(� − 1)

� + 1
 

1
� + 2

8(1 − })�K< }��<

−  J }��<(� − 2)(1 − })�Ke N};
4

�
 

 

Γ(�) = lim 
�→�

��  
�
�

 
(� − 1)

� + 1
 

1
� + 2

�− J } ��< (� − 2)(1 − })�Ke N}
�

4
�  

 

Γ(�) = lim 
�→�

��  
�
�

 
� − 1
� + 1

 
� − 2
� + 2

(−1) J (1 − })�Ke }��< N}
�

4
 

 

ي جزء به جـزء را  رگي مرحله سه بار انتگرال نياما تا  ميكن يمملاحظه  كه يطور به       
1)توان  كار نياة جينتو در  ميا دادهانجام  − � به  ({ − بـه   {و تـوان   افتـه ي كاهش 3
� +  :ميدار ،يعناست. ي افتهي شيافزا 2

Γ(�) = lim 
�→�

�� J (1 − })� }�K� N}
�

4
 




