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  پيشگفتار ناشر
يك درس در يك  هاي دانشگاه پيام نور حسب مورد و با توجه به شرايط مختلف كتاب

و  ،، مـتن آزمايشـگاهي، فرادرسـي   كتـاب درسـي  صـورت   بـه  يا چند رشتة دانشـگاهي، 
  . دنشو درسي چاپ مي كمك

نيازهـاي  ي صاحب اثـر اسـت كـه براسـاس     مهاي عل ثمرة كوشش درسيكتاب 
، طراحـي   هـاي مصـوب تهيـه و پـس از داوري علمـي      درسي دانشـجويان و سرفصـل  

پـس از  . رسـد  به چـاپ مـي   ،آموزشي علمي و هاي در گروه آموزشي، و ويرايش علمي
 هايبـا دريافـت نــظر   ها و داوري علمي مجدد و  نظرخواهيبا چاپ ويرايش اول اثر، 

صـاحب اثـر در كتــاب تجديدنــظر     ،متناسب با پيشرفت علوم و فناوري و اصـلاحي
  . شود چاپ ميجديد  زباني و صوري با اعمال ويرايش كتاب ويرايش جديد كند و مي

 كمـك اسـتفاده از آن و  است كه دانشـجويان بـا    راهنمايي) م( متن آزمايشگاهي
  . دهند آزمايشگاهي را انجام مي و كارهاي عملي ،استاد

 ـ بـه منظـور غنـي   ) ك( درسي كمكو ) ف( هاي فرادرسي كتاب ر كـردن منـابع   ت
دانشـگاه   وبگـاه ند و يـا در  شـو  و بر روي لوح فشرده تكثير مـي درسي دانشگاهي تهيه 

  . گيرند قرارمي
  

 محتوا    و تجهيزات آموزشي وليدمديريت ت
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  پيشگفتار مؤلفين

مؤلفين سعي بر آن . تها نگارش شده اس  ها و مدول  كتاب حاضر در باب نظريه حلقه
صورت يك كتاب درسي و خودخوان براي دانشجويان مقطع   اين كتاب را به اند  داشته

واند ها بت  با دانستن مباني نظريه گروهتنها نحوي ارائه دهند كه خواننده   كارشناسي به
 و [AM] ،[Sh]براي نمونه (البته كتب بسياري . راحتي دنبال نمايد  مطالب كتاب را به

[Ka](  نگارش شده است كه تر  ، در سطح پيشرفتهها  ها و مدول  حلقهنظريه در باب 
در بيشتر، ليست كتب . كنيم  ميدر كنار اين كتاب  ها  نده را ترغيب به مطالعه آنخوان

  .خش مراجع آورده شده استانتهاي كتاب در ب
 

  :هاي اين كتاب ويژگي

قسمت اول شامل فصول يك تا پنج . كتاب در دو قسمت نگارش شده است      
اند مطالب   در اين قسمت مؤلفين سعي كرده. ها است  نظريه حلقه خصوصدر  و شود مي

تواند را با نگرشي بنيادي و اصولي بيان دارند تا دانشجو با دريافت ديدي جبري ب
ها است شخصاً و   را كه مربوط به نظريه مدول ، فصول شش تا ده،قسمت دوم كتاب

  .طور ساختاري درك و دنبال نمايد به
ها آورده شده   در پايان هر فصل مسائلي تحت عنوان خودآزمايي و متعاقباً پاسخ آن      

توصيه . ر حاصل نمايدها از يادگيري خود اطمينان خاط  است تا خواننده بتواند با حل آن
خودآزمايي تا حد امكان تأمل كرده و وقت مسائل براي حل  خوانندهابتدا گردد   مي

 نه



به  صورت  در اين. بسنجد خودآزماييحل  پاسخ خود را باصرف نمايد و سپس 
همچنين در . بردخواهد پي در درك مفاهيم و كاربرد آنها هاي خود   ها و كاستي  پيشرفت

  .هايي نيز داده شده است  انتهاي هر فصل متناسب با موضوع و مباحث آن فصل تمرين
زمان معادل لاتين   گردد، هم  معرفي مي در متن درس براي هر اصطلاح رياضي كه      
گنجينه لغات و موجب افزودن  اين امر، زير نويس درج شده است كهصورت   بهآن 

رود دانشجويان   ر ميلذا انتظا. گردد  ميياضي دانشجويان اصطلاحات زبان تخصصيِ ر
 معرفي شده در مراجع را نيزديگري از جمله كتب با مطالعه اين كتاب، كتب  زمان  هم
  .مرور نمايند عنوان مكمل اين كتاب،  به

به در سطح كارشناسي براي درس نظريه حلقه و مدول تنها از آنجا كه اين كتاب       
در اين كتاب  تر  مباحث گستردهبيان معرفي و حد نگارش شده است، مجال ارزش سه وا
  .شده استرئوس مطالب بنيادي بسنده  ارائهو لذا فقط به  مقدور نبوده

جهت ارائه نقطه نظرات تكميلي مؤلفين از اساتيد ارجمند و دانشجويان عزيز       
اقدام نقايص وتكميل مطالب ع هاي بعدي به رف  در چاپبتوانند تا  نمايند  استقبال مي

  .نمايند
  

  دكتر خديجه احمدي آملي

  دكتر منصوره معاني شيرازي

  1391بهار 
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 فصل اول

  ها حلقه

  هدف كلي
حلقه با در نظر گرفتن فصل معرفي مفهوم مجرد حلقه و زيرهدف كلي از ارائه اين 
  .باشد ها مي اي ي چندجمله ي اعداد و مجموعه وجه تشابه بين مجموعه

  

  اهداف آموزشي
  :مطالعه و فراگيري اين فصل بايددانشجو پس از 

ها درك  اي كمك وجه تشابه بين اعداد و چندجمله انگيزه تجريد مفهوم حلقه را به .1
 .نمايد

 .بتواند تعريف يك حلقه را بيان نمايد .2

مل داده شده يك حلقه است يا خير، اي با دو ع بتواند تشخيص دهد كه مجموعه .3
 .سپس ادعاي خود را ثابت نمايد

 .دست آورد هها را ب عناصر يكه برخي از حلقهبتواند  .4

 .دست آورد هها را ب بتواند مقسوم عليه صفر برخي از حلقه .5

 .ي داده شده است يا خير ي حلقه اي زيرحلقه بتواند ثابت كند كه مجموعه .6

 .هاي صحيح آشنا باشد هايي از حوزه با مثال .7

 .را بداند اه هاي صحيح و ميدان  ارتباط بين حوزه .8

 .بين يك حلقه تقسيمي و يك ميدان را بداندفرق  .9

 .قادر به حل مسائل خودآزمايي و تمرينات آخر فصل باشد .10
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  مقدمه 1.1
ها به  ها و شباهت بين آن اي هاي اعداد و چندجمله  كمك ويژگي  در اين فصل ابتدا به

خواص هاي متنوعي بيان و برخي از   مثال. پردازيم  معرفي مفهوم حلقه و زيرحلقه مي
اعداد صحيح  خواص آشنايكمك   سپس به. نماييم  ها را اثبات مي ها و زيرحلقه حلقه
  .نماييم را معرفي ميها   و ميدانهاي تقسيم   حلقه هاي صحيح، حوزه

  
  مفهوم يك حلقه 2.1

در سال  1تعريف مجرد حلقه ابتدا توسط فرانكل
هرچند كه . [K] به صورت فرموله درآمد  1914

 2توسط هيلبرت "حلقه"مفهوم  ،قبل از آن
  .معرفي شده بود

سال  26هنگامي كه  -1888در سال        
ديويد هيلبرت مسأله معروفي را  -بيشتر نداشت

نام  اين مسأله به .در نظريه ناورداها حل كرد
3مسأله گرُدان"

 20معروف بود زيرا گردان  "
هاي  نشان داد كه فرم تر از هيلبرت سال پيش

  .اي متناهي هستند دوتايي داراي پايه
  

طوري كه بعيد  بود بهخيلي پيچيده محاسباتي از نقطه نظر حل گرُدان طولاني و  راه       
خواهيم به  در اين مختصر نمي. تايي تعميم داد هاي سه رسيد بتوان آن را به فرم نظر مي به

ي ناورداها بپردازيم، اما هيلبرت با راه حلي كه  ظريهجزئيات مسأله گردان و يا حتي به ن
هرچقدر هم از براي تمام ناورداها،  متناهيارائه كرد نشان داد كه در واقع يك پايه 

  . ، وجود دارددرجه بالايي برخوردار باشند
ابتدا او نشان داد كه اگر يك . ساختار اثبات هيلبرت بسيار ساده و با ارزش است       
ها برحسب يك متغير  اي چندجملهحلقه  گاه آنباشد،  Pداراي خاصيتي مانند  Rحلقه 

                                                                                                                                          

1. Frankel 
2. David Hilbert 
3. Gordan’s Problem 

 )1862-1943( هيلبرتديويد 



 3ها      حلقه

x  با ضرايب از حلقهR ) كه آن را با[ ]R x نيز داراي همان ) دهند نمايش مي
  :صورت زير خلاصه كرد توان به هيلبرت را مي اولين قدملذا . است Pخاصيت 

]حلقه  گاه آنباشد  Pداراي خاصيت  Rاگر حلقه " ]R x نيز چنين خواهد بود."  

 xمتغير  دوها برحسب   اي  سپس هيلبرت بر آن شد كه نشان دهد حلقه چندجمله       
]كه آن را با نماد ( Rبا ضرايب از حلقه  yو  , ]R x y نيز داراي ) دهند  نشان مي

]اعضاي . است Pخاصيت  , ]R x y مانند  ،هاي معمولي اي كاملاً شبيه چندجمله
x +2 yو  6 y− +2

3 6 با هم در يك  yو  x، كه در آن دو متغير ، بودند5
  اي  عنوان مثال چندجمله به. شوندظاهر توانند  مياي  چندجمله

  

x xy y x y+ + + − +2 2
3 4 2 7 5 12  

  

هاي  اي كه حلقه چندجمله متوجه شدهيلبرت . باشند  ميكه در آن ضرايب اعداد صحيح 
[ , ]R x y  متغير  دوبرحسبx  وy  با ضرايب ازRصورت زير نيز  توان به ، را مي

  :بندي كرد دسته
  

x xy y x y y ( x )y ( x x )+ + + − + = + − + + +2 2 2 2
3 4 2 7 5 12 2 4 5 3 7 12  

  

اي در حلقه  عنوان يك چندجمله اي سمت چپ به چندجملهگردد كه   ملاحظه مي       
[ , ]R x y برحسب يك متغير اي  كه سمت راست يك چندجمله است؛ در حاليy 

براي حلقه دوم كه . هستند xهايي برحسب  اي  است كه ضرايب آن خودشان چندجمله
)اشاره شد از نماد  [ ])[ ]R x yتر  ، يا ساده[ ][ ]R x yكنيم  ، استفاده مي.  

هيلبرت از اين ايده بسيار ساده كمك گرفت و نتيجه گرفت كه حلقه        
]هاي  اي چندجمله , ]R x y  نيز داراي خاصيتP چون : استدلال او چنين بود. است

R  خاصيتP  را دارد، پس حلقه[ ]R x  اين خاصيت را دارد؛ اما دوباره چون نيز
]حلقه  ]R x  داراي اين خاصيت است، حلقه[ ][ ]R x y  طور هماناست؛ و  چنيننيز 

]همان حلقه ي  ديديم حلقهدر بالا كه  , ]R x y است.  
ها  اي ترتيب هر بار با افزودن يك متغير، هيلبرت نشان داد كه حلقه چندجمله بدين       

توانيم نشان دهيم كه حلقه  مثلاً مي. است Pبا هر تعداد متناهي متغير داراي خاصيت 
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[ , , ]R x y z  داراي خاصيتP زيرا اين حلقه همان حلقه  ،است[ , ][ ]R x y z  است و
]قبلاً هم ديديم كه حلقه  , ]R x y  داراي خاصيتP است.  

كه  گرُدان اين مطلب را براي حالت دوتايي با ساختن يك پايه اثبات كرد در حالي       
او نشان داد كه . اي نساخت  پايهگونه  كه ديديم، هيلبرت در اثبات خود هيچ طور همان

بايد  رو اينشود از   تناقضي ايجاد مي گاه آني متناهي وجود نداشته باشد،  اگر هيچ پايه
برهان "تحت عنوان  ي چنين استدلالي  روزه با نحوهام. اي متناهي وجود داشته باشد پايه

او : برد كار در واقع هيلبرت اين تكنيك را به روش جديدي به. آشنا هستيم "خلف
  .چيزي را بدون ساختن آن به اثبات رساند وجود
حلقه نهفته است، اگر  مجرد يك اثبات جنجال برانگيز هيلبرت، مفهوم عمقدر        

حلقه به معناي واقعي كلمه،  -  zahlring(حلقه ، هيلبرت اصطلاح بعد چه چندين سال

كرد كه   او چنين فكر مي. عنوان كردبريم،  كار مي را به نحوي كه اكنون آن را به) اعداد
 انحاييآيند، اما به   نظر مي هبا اعداد صحيح متفاوت ب ظاهراًها  اي اگر چه چندجمله

توانيد   مثلاً، شما مي: ها و اعداد صحيح را شبيه هم در نظر گرفت اي توان چندجمله مي
توانيد با   ها را مي  اي  اعداد صحيح را با هم جمع و يا در هم ضرب كنيد و نيز چندجمله

آنچه اغلب ما به آن توجه داريم تفاوت بين اعداد . هم جمع و يا در هم ضرب نماييد
. ها پرداخت  هاي آن  ها است در حالي كه هيلبرت به شباهت  اي  صحيح و چندجمله

بنابراين اين وجه تشابه بين اعداد صحيح، اعداد گويا، اعداد حقيقي، اعداد مختلط، 
هر چند كه از نظر ما بسيار (ها با ضرايب مختلط و نيز توابع پيوسته   اي  چندجمله

ها پايه و اساس اصول   اين مشابهت. حلقه نهفته است يك در پشت تعريف) اند  متفاوت
  .دهند  مان از يك حلقه را تشكيل مي  موضوعه تعريف

  
  تعريف يك حلقه 3.1

در خصوص اينكه يك  مختصريحلقه بپردازيم، ابتدا يك قبل از اينكه واقعاً به تعريف 
اي از عناصر   گوييم يك حلقه مجموعه  خيلي ساده مي. كنيم  حلقه چيست، صحبت مي

اي متشكل از نوعي خاص از   اي از اعداد از نوعي خاص، يا مثلاً مجموعه  مثلاً مجموعه(
بسيار مهم . باشد مي هاي جمع و ضرب نام بههمراه دو عمل روي عناصر آن  به) توابع
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چيز، يك مجموعه زمينه و دو  دوعنوان يك شيء متشكل از  است كه از يك حلقه به
  .عنوان يك مجموعه به خوديِ خود فقط به نهعمل، تصور شود 

دو  bو  aمثلاً اگر . كه ما انتظار داريم كنندعلاوه اين اعمال چنان رفتار  به       
a+عنصر در يك حلقه باشند، انتظار داريم  b  و+b a  مساوي بوده، يا مثلاً انتظار

aداريم  + )خواهيم  برابر باشد، يا مثلاً مي aبا  � )+a a b  2+مساويa ab اين . شود
اند يا  اي عدد هستند يا خير، چندجمله bو  aانتظارات را بدون در نظر گرفتن اينكه 

  .ماتريس، داريم
در هر حالت، توجه شود  .ابتدا چند نمونه از حلقه به شرح زير را ملاحظه كنيد       

  .دهيم  كه هم مجموعه و هم دو عمل روي آن مجموعه را براي توصيف حلقه ارائه مي
  

 اي است كه روي اعداد ترين مثال از يك حلقه، حلقه  مسلماً اساسي. مثال 1.3.1
..., , , , , , , , ...− − −3 2 1 0 1 2  يا 1حلقه اعداد صحيحاين حلقه را . بنا نهاده شده است 3

ممكن است انتخاب . نشان خواهيم داد Zبا نماد  و خواهيم ناميد 2اعداد صحيح تر ساده
 آلماني، كلمه zahlنظر برسد، اما اين حرف از  هاين حرف براي اعداد صحيح عجيب ب

اعمال دوتايي  همراه ي اعداد صحيح به مجموعه Zحلقه . است گرفته شده، عددبراي 
  .باشد جمع و ضرب مي

  
، حلقه متشكل از كسرهاي اعداد 1.3.1 ترين حلقه بعد از مثال طبيعي .مثال 2.3.1

1/صحيح است، از قبيل  22/و  3 عنوان يك حلقه با  را به اعداد گويابنابراين، . 7
نشان  Qاين حلقه را با . نظر خواهيم گرفت دراعمال دوتايي جمع و ضرب كسرها 

  .آمده است Quotients3اين حرف از . خواهيم داد

  
همراه اعمال جمع و ضرب معمول، تشكيل  به اعداد حقيقي طور مشابه   به. مثال 3.3.1

توانيد بگوييد كه چرا  آيا مي. (نشان خواهيم داد Rدهد كه آن را با  يك حلقه مي

                                                                                                                                          

1. ring of integers 
2. the integers  

  خارج قسمت .3
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  )براي اعداد حقيقي استفاده كنند؟ ،دانان تصميم گرفتند از اين حرف بخصوص رياضي

  
با جمع و ضرب معمول، تشكيل يك حلقه داده كه  اعداد مختلط مجموعه .مثال 4.3.1

  :عبارتند از اين اعمال. دهيم نمايش مي Cآن را با 
  

( ) ( ) ( ) ( )

( ).( ) ( ) ( )

+ + + = + + +
+ + = − + +

a bi c di a c b d i

a bi c di ac bd ad bc i
  

  

,براي هر  , ,a b c d∈R.  
  

همراه اعمال جمع و    ها با ضرايب اعداد صحيح به  اي  مجموعه چندجمله .مثال 5.3.1
]اين حلقه را با نماد . دهد  ها تشكيل يك حلقه مي اي  ضرب معمول چندجمله ]xZ 

  لذا براي نمونه. دهيم نشان مي
  

( ) ( )+ + + − + − = − + + −2 3 2 3
1 2 3 1 4x x x x x x x  

  و
( ).( ) .x x x x x x x x x+ + − + − = − + + + − −2 3 2 3 4 5
1 2 3 2 2  

  
همراه    اند به  هاي آن اعداد حقيقي  كه درايه 2در  2هاي  مجموعه ماتريس .مثال 6.3.1

اين حلقه را با . دهد  ها تشكيل يك حلقه مي اعمال جمع و ضرب معمول ماتريس
( )M

2
R اين اعمال عبارتند از. دهيم نشان مي:  

  

.

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

a b e f a e b f

c d g h c g d h

a b e f ae bg af bh

c d g h ce dg cf dh
  

  

,براي هر  , , , , ,a b c d f g h ∈R.  
  

ها   گذاري اكنون زمان مناسبي است كه به اين نكته اشاره كنيم كه در نماد       
براي نمايش (+)  علاوه به، از نماد يكسان )ملاحظه كرديد 6.3.1 كه در مثال طور همان(
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طور   بههر دو عمل جمع ماتريسي و عمل جمع اعداد حقيقي استفاده كرديم و نيز 
  .)4.3.1 ترتيب در مثال به همين. (گفتيم "جمع"به هر دو اين اعمال معمول، 

طور  ايم كه تعريف يك حلقه را به  حال با در دست داشتن اين شش مثال آماده       
 اي  هر مجموعه اگراست كه   اصول موضوعهاين تعريف مشتمل بر  .رسمي بيان نماييم
خواهيم كه به  از خواننده مي. شود د، يك حلقه ناميده ميها صدق كن با دو عمل در آن

در مورد  اصل موضوعدرباره اينكه آن  تأمل كند و اصل موضوعمحض خواندن هر 
  .گويد، بيانديشد در متن چه مي مطرح شده  شش مثال

  
حلقهيك  .تعريف 7.3.1

روي  دوتايي همراه دو عمل به Rاي است مانند  مجموعه 1
R ) زير صدق كنداصول موضوع  كه در) .و ضرب +جمع:  
,يعني، براي هر . پذير است جمع شركت) 1 ح( , ∈a b c R  
  

( ) ( ) ;+ + = + +a b c a b c  
  
,يعني، براي هر . است جابجاييجمع ) 2 ح( ∈a b R  
  

;+ = +a b b a  
  

 طوري  وجود دارد به Rدر  �يعني عنصري مانند . است صفرعنصر داراي  R) 3 ح(
a∋كه براي هر  R  

  

;a a+ =�  
  
a∋براي هر ) 4 ح( R  عنصري مانند−a  درR كه طوري  وجود دارد به  
  

( ) ;a a+ − = �  
  

,يعني، براي هر . پذير است ضرب شركت) 5 ح( , ∈a b c R  
  

.( . ) ( . ). ;=a b c a b c  
                                                                                                                                          

1. ring 
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,يعني، براي هر . پذير است ضرب نسبت به جمع توزيع) 6 ح( , ∈a b c R  
  

( ). . .+ = +a b c ac b c  و.( ) . .+ = +a b c a b a c  
  

)اول بدين معني است كه  اصل موضوعچهار         , )+R هرگاه . يك گروه آبلي است
R  صدق كند، گوييم نيز زير  اصل موضوعفوق در  اصل موضوععلاوه بر شش

( , , .)+R  1جابجايي حلقهيك
  است 

  
,يعني، براي هر . است جابجاييضرب ) 7 ح( ∈a b R  
  

. .a b b a=  
  

)برقرار باشد،  Rهمچنين، هرگاه اصل موضوع زير در حلقه  , ,.)R  حلقهرا يك  +
يكدار
  ناميم  مي 2

  
هماني عنصرداراي  R) 8 ح(

وجود دارد  Rدر  1يعني، عنصري مانند . ي استضرب 3
a∋كه براي هر  طوري به R  

  

. .=1a a  
  

اما حلقه . و يكدار بودند جابجاييهايي   ، همه حلقه6.3.1جز مثال  هاي بالا، به در مثال
( )M

2
R عنوان مثال زيرا به. نيست جابجايي  

  

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

� � �

� � � � � �

1 1 1  

  كه در حالي

.
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 1� � � �

� � � � � �

  

                                                                                                                                          

1. commutative ring 
2. unitary ring 
3. identity element 
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)هايي مانند  حلقه )M
2
R  جابجاييهاي غير حلقهكه جابجايي نيستند را

  .نامند مي 1
  

يك روي  2عمل دوتاييمنظور از يك دانيد،   كه مي طور همان )الف( .ملاحظات 8.3.1
Rيك تابع از عبارت است از  Rمجموعه ناتهي  R×  به تويR . در اين صورت

  .است تحت آن عمل بسته Rگوييم 
هاي مورد بحث   هاي متفاوتي در حلقه  شكل ،)3 ح( اصل موضوععنصر صفر در  )ب(

، Cدر حلقه . است �عنصر صفر دقيقاً عدد  Rو  Z ،Qهاي   مثلاً در حلقه. دارد
�+iعنصر صفر عدد مختلط   ها با ضرايب صحيح، اي در حلقه چندجمله. است �

[ ]xZاي ثابت صفر است و در حلقه   ، عنصر صفر چندجمله( )M
2
R عنصر صفر ،

⎛ماتريس صفر  ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

� �

� �

. فرد است  به  حال عنصر صفر در هر حلقه منحصر هر  به. باشد  مي 

گاهي براي تأكيد بر حلقه  ( را با نماد  R، عنصر صفر در يك حلقه رو  ايناز ) چرا؟(
  .دهيم  نشان مي) �Rبا 
a∋، به ازاي هر عنصر Rدر حلقه  )ج( R  دقيقاً يك عنصر مانند−a  درR  وجود

همين دليل اين عنصر منحصر به فرد  به) چرا؟. (صدق كند) 4 ح(كه در  طوري دارد به
قرينهآن را  نمايش داده و a−را با 

3 a خوانيم مي .  
. منحصر به فرد است) در صورت وجود( Rدر هر حلقه  يعنصر هماني ضرب )د(
آن را با نشان داده و ) 1Rگاهي براي تأكيد بر حلقه با (  1آن را با  رو ايناز ) چرا؟(

واحدحلقه، يك متعددي از قبيل  هايي نام
4 R  عنصر همانيو يا R خوانند  مي.  

  
,منظور راحتي در نوشتار، از اين پس براي هر   به .نمادگذاري 9.3.1 ∈a b R از نماد ،

ab  بجاي.a b  و از نماد−a b جاي به ( )+ −a b كنيم استفاده مي.   
ي  عنوان شده در تعريف، به واسطه ل موضوعواصكه ملاحظه شد،  طور همان       

لذا تعجب آور نيست . طور جبري از يك حلقه انتظار داشتيم بيان شدند  آنچه كه ما به

                                                                                                                                          

1. non-commutative rings 
2. binary operation 
3. inverse 
4. unit 

�
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نيز براي يك حلقه  ،)شوند  كه به عمل جمع مربوط مي( كه قوانين جبري آشناي زير
  .برقرار باشد Rدلخواه 

  
,يك حلقه و  Rفرض كنيم  .قضيه 10.3.1 , ∈a b c R صورت  در اين. باشند  

aهرگاه  )الف( b a c+ = + ( )b a c a+ = b= گاه آن + c )يجمع قانون حذف
1.(  

+ معادله )ب( =a x b  و( )x a b+   .است داراي جوابي منحصر به فرد =
) )ج( )− − =a a.  
) )د( ) ( ) ( )− + = − + −a b a b.  
  داريم nو  mبه ازاي هر دو عدد صحيح  )ـه(
  

( ) , ( ) , ( ) ( )+ = + + = + =m n a ma na m a b ma mb m na mn a  
( ) ( )nab a nb n ab= =  

  

)در گروه جمعي  na همان تعريف ،Rدر حلقه  na توجه شود كه تعريف( , )+R 
  .)است

nيكدار باشد،  Rاگر حلقه  )و( ∈N  وn = na گاه آن �1 = a∋، براي هر � R.  
1=اگر  )ز(  Rدر اين حالت . (تنها از يك عنصر صفر تشكيل شده است R گاه آن، �

حلقه بديهيرا 
Rنويسيم   و مي ناميم 2 = ≠اگر  ،�   ).ناميم  مي 3حلقه نابديهيرا  �1

  

 - )الف(همراه عمل جمع خود يك گروه آبلي است، خواص   هر حلقه به آنجااز  .برهان
)نيز در گروه آبلي  )ـه( , )+R كنيم  را ثابت مي) و(لذا فقط . برقرار است.  
nيكدار و  Rفرض كنيم ) و( = �1 )n aعنصر ). �∋ R∈  را دلخواه در نظر

در بالا و ) ـه(، با توجه به خاصيت )8ح (صورت بنا بر اصل موضوع   در اين. گيريم مي
  :، خواهيم داشت)به ترتيب(فرض 

( ) ( ) .na n a n a a= = = =� �1 1  

                                                                                                                                          

1. additive cancelation law 
2. trivial ring 
3. non-trivial ring 



 11ها      حلقه

=يكدار و  Rفرض كنيم ) ز( aصورت به ازاي هر   در اين. باشد �1 R∈ بنا بر اصل ،
  :و فرض خواهيم داشت )8ح (موضوع 

  

a a a= = =1 � �  
Rلذا  = �                                                                                     . �  

  

در قضيه زير  شود،  مربوط ميعمل ضرب  هكه برا هاي يك حلقه  ويژگياز ديگر برخي 
 .كنيم  بيان مي

  
,يك حلقه و  Rفرض كنيم  .قضيه 11.3.1 , ∈a b c R صورت  در اين. باشند  

a )الف( a= =� � �.  
) )ب( ) ( ) ( )− = − = −a b a b ab.  
) .)ج( )( )− − =a b ab.  
) )د( )− = −a b c ab ac  و( )− = −a b c ac bc .  

  داريم) 3 ح(و ) 6 ح( اصول موضوعبا توجه به  )الف( .برهان

( )a a a a a+ = + = = +� � � � � � �  
  

aاز طرفين تساوي فوق خواهيم داشت  0aبا حذف  =� aاثبات . � =�   .مشابه است �
)وضوح  هب) ب( )= −x ab  جوابي از معادله+ =0x ab 4 ح(، )6 ح(اما بنا به . است (

  داريم )الف(و 

( ) ( ) .a b ab a b b a− + = − + = =� �  
  

) رو ايناز  )= −x a b بايد )ب( 10.3.1 بنا به. جوابي ديگر از معادله است ،
( ) ( )− = −a b ab . اثبات( ) ( )− = −a b ab مشابه است.  

  

  ، داريم)ج( 10.3.1 قضيهو ) ب(كمك قسمت   به )ج(

( )( ) ( ( )) .a b a b ab− − = − − =  
  

  توان نوشت مي) ب(و قسمت ) 6 ح(كمك   به )د(

( ) ( ( )) ( ) ( ( ))− = + − = + − = + − = −a b c a b c ab a c ab ac ab ac  
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)اثبات  )− = −a b c ac bc مشابه است                            .                       �  
  

دهيم كه در اين كتاب به كرار با آن  ارائه ميدر ادامه، مثال ديگري از يك حلقه        
هاي ديگر به بخش خودآزمايي مراجعه  براي مشاهده مثال. سروكار خواهيم داشت

اي با اعمال داده شده يك حلقه است يا  توجه شود كه براي اثبات اينكه مجموعه. نماييد
ه كار ك(ذكر شده در تعريف را بررسي نمود  اصل موضوعبايست هر شش  خير، مي

اشاره خواهيم كرد كه  ،زيرحلقهمفهوم  با معرفي ،4.1 در بخش .)اي است خسته كننده
. پذير است كمتري نيز امكان اصول موضوعاين كار با بررسي 

  

  
در زير نشان . يك عدد صحيح مثبت دلخواه باشد nفرض كنيم  .مثال 12.3.1

، با اعمال جمع و ضرب به پيمانه n ،nZدهيم مجموعه اعداد صحيح به پيمانه  مي
n  اگر به ازاي هر عدد صحيح  ،عنوان يادآوري به. است و يكدار جابجايييك حلقه
aمانده تقسيم  ، باقيa  برn  را باa گاه آن نشان دهيم =a b  است اگر و فقط اگر

−a b  مضربي ازn بنا به الگوريتم تقسيم خواهيم داشت تصور در اين. باشد:  
  

{ , , ,..., }n n= −� 1 2 1Z  
  

,براي هر  na b∈Z، كنيم تعريف مي  

+ = +a b a b  
  و

=a b ab  
  

هاي فوق همان اعمال جمع و ضرب  اعمال جمع و ضرب در سمت راست تساوي(
 .) معمول بين اعداد صحيح است

)علاوه  تعريف بوده و به  اعمال تعريف شده در بالا خوش , )/ +nZ  يك گروه آبلي
  )5.8.1 تمرين. (است

,فرض كنيم . كنيم را بررسي مي موضوع اصولدر زير مابقي  , na b c∈Z  دلخواه
  .باشند



 13ها      حلقه

  ):5 ح(بررسي 
)                                                       nZتعريف ضرب در  ) ( )=a bc a bc  
)                                                       nZتعريف ضرب در  )=a bc  

)                            پذيري ضرب در اعداد صحيح         شركت )= ab c  
nZ                                                       cbaتعريف ضرب در  )(=  
)                                                       nZتعريف ضرب در  )= ab c  

  
  ):6 ح(بررسي 

)                                                 nZتعريف جمع در  ) ( )+ = +a b c a b c  
)                                                nZتعريف ضرب در  )= +a b c  

=        پذيري ضرب نسبت به جمع در اعداد صحيح       توزيع +ab ac  
=                                                  nZتعريف جمع در  +ab ac  

=                                                nZتعريف ضرب در  +ab a c  
)اثبات  )+ = +a b c ac bc مشابه است.  

  

  ):7 ح(بررسي 
nZ                                                              =abتعريف ضرب در  ab  

b=                        ضرب در اعداد صحيح                           جابجايي a  
nZ                                                              =bتعريف ضرب در  a  

  
  ):8ح (بررسي 

nZ                                                             aتعريف ضرب در  a a= =1 1  
  

 جابجاييهمراه اعمال جمع و ضرب تعريف شده در بالا يك حلقه  به nZبنابراين 
  .است

  




