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  پيشگفتار ناشر
يك درس در يك  هاي دانشگاه پيام نور حسب مورد و با توجه به شرايط مختلف كتاب

و  ،، مـتن آزمايشـگاهي، فرادرسـي   كتـاب درسـي  صـورت   بـه  يا چند رشتة دانشـگاهي، 
  . دنشو درسي چاپ مي كمك

نيازهـاي  ي صاحب اثـر اسـت كـه براسـاس     مهاي عل ثمرة كوشش درسيكتاب 
، طراحـي   هـاي مصـوب تهيـه و پـس از داوري علمـي      درسي دانشـجويان و سرفصـل  

پـس از  . رسـد  به چـاپ مـي   ،آموزشي علمي و هاي در گروه آموزشي، و ويرايش علمي
 هايبـا دريافـت نــظر   ها و داوري علمي مجدد و  نظرخواهيبا چاپ ويرايش اول اثر، 

صـاحب اثـر در كتــاب تجديدنــظر     ،متناسب با پيشرفت علوم و فناوري و اصـلاحي
  . شود چاپ ميجديد  زباني و صوري با اعمال ويرايش كتاب ويرايش جديد كند و مي

 كمـك اسـتفاده از آن و  است كه دانشـجويان بـا    راهنمايي) م( متن آزمايشگاهي
  . دهند آزمايشگاهي را انجام مي و كارهاي عملي ،استاد

 ـ بـه منظـور غنـي   ) ك( درسي كمكو ) ف( هاي فرادرسي كتاب ر كـردن منـابع   ت
دانشـگاه   وبگـاه ند و يـا در  شـو  و بر روي لوح فشرده تكثير مـي درسي دانشگاهي تهيه 

  . گيرند قرارمي
  

 محتوا    و تجهيزات آموزشي وليدمديريت ت
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  پيشگفتار

  ، ترجمه و اقتباسي از كتاباين كتاب
Patrick J. Ryan, Euclidean and Non-euclidean geometry, An Analytic 
Approach, Cambridge university press, 1987. 

 توسط آقاي دكتر محمد مهدي ابراهيمي و اينجانب به فارسي 1369 كه در ،است

ن زمان تاكنون كتاب حداقل آاز  . و در مدار انتشارات دانشگاه پيام نور قرار گرفتدرآمد

ري از بسيادر همان چاپ اول مترجمين برهان . هشت بار تجديد چاپ شده است

 آنتر كردن مفاهيم به   و مطالبي هم براي روشنهاي اثبات نشده را به متن اضافه قضيه

 اين .ها بود ها در انتهاي فصل كاسته شدن چشمگير تمرين يكي از نتايج اين كار .افزودند

هاي قبلي است، شامل بخشي موسوم به  كه ويرايشي كامل از چاپبر اينچاپ علاوه

  . كتاب هندسه مقدماتي استلازمة هر است كه »تاريخچه«

 .هاست  اصلي درس مباني هندسه، معرفي و مطالعه انواع هندسههاي هدفيكي از 

  .ها هستند هاي اقليدسي، هذلولوي، كروي و تصويري از جملة اين هندسه هندسه

ترين اين   به لحاظ تاريخي قديمييهندسة اقليدس و به تبع آن هندسة اقليدس

 مطالب مربوط به هندسة اقليدس. مطالعة همه آنهاستنايي براي  و مباه هندسه

يك هندسة اقليدسي . ]39[ گيرد را در بر مي اقليدس اصول كتاب XIIIا ت Iهاي مقاله

مثلاً .  تكميل اصول هندسة اقليدس به وجود آمده استاست كه ازاي  هندسه

نظر . اقليدسي استآيد، يك هندسة  كه براساس اصول هيلبرت به وجود مي اي هندسه

هاي اقليدسي   هندسهترين نزديكدانان بر اين است كه هندسه هيلبرت  بسياري از هندسه

توان اصول اقليدس را به صورت ديگري تكميل كرد و به  مي. به هندسة اقليدس است

 هفت



هاي اقليدسي به ظاهر متفاوتي  بنابراين هندسه. هندسة اقليدسي ديگري دست يافت

، يا دو هندسة توان ثابت كرد كه دو هندسة مسطحة اقليدسي ، مياما .وجود دارند

 بنابراين در هر .اند ريخت فضايي اقليدسي يا دو هندسة اقليدسي با ابعاد يكسان يك

  .بعدي اساساً يك هندسه اقليدسي وجود دارد

آموزش . توان اساساً به دو روش ارائه نمود، كلاسيك و مدرن هندسة اقليدسي را مي

نيز دارد و دامنة آن تا به امروز  هندسه ريشه در تاريخ آموزش رياضيات در ايران كلاسيك

دورة  ]41[) 2(و هندسة  ]40[) 1( هندسة هاي كتابكه   شده است به طوريگسترده

دمت دارد، به  سال ق2300كه دبيرستان با همين روش، تقريباً تمام هندسة اقليدس را 

 هاي اثباتاند و  ها در اين روش صرفاً استنتاجي لالاستد. دهند آموزش ميآموزان  دانش

كند كه  بنابراين با اين روش دانشجو احساس مي. غيرهندسي در آنها جايي ندارند

  .پذيرد و اين يكي از مزاياي روش كلاسيك است صورت مي» استدلال واقعي«

سيل اله، گنبد سلطانيه، م مسلماً سازندگان بناهاي باشكوهي چون مسجد شيخ لطف

ها  ها و پنجره ، خراطان دربها فرش  هندسيهاي ايل گولي تبريز، طراحان نقشهاردكان، 

خوبي  ه اين آموزش را بهاي هدف... هاي هندسي متنوع، كاشيكاران مبتكر و با نقش

 به نحو چشمگيري وارد ايرانيان اند و نمودهايي از آن را در زندگي اجتماعي دريافته

  .اند كرده

بنابراين اگر الگويي از . تواند حركت را توصيف نمايد ي است كه ميتابع مفهوم

 در اهخونا ي از اصول آن مبتني بر اين مفهوم باشند، خواهخاي بنا كنيم كه بر هندسه

اگر الگوي حاصل معرف يك هندسة اقليدسي . ايم  را وارد كردهمفهوم حركتهندسه 

در هندسة . (ايم ا نيز برطرف نمودهباشد، با اين كار يكي از نقايص هندسة اقليدس ر

مثلاً . گيرد شود ولي اقليدس اصولي براي آن در نظر نمي اقليدس از حركت استفاده مي

لغزاند و بر يك مثلث ديگر  كه از صفحه بلند كند، در صفحه مي مثلث را بدون اين

و ) وهمثلاً در نظريه گر( توابع در جبر هاي ويژگيجاكه برخي از آن). كند منطبق مي

نزديكي با  گيرند، اين الگوي هندسي رابطة برخي از آنها در آناليز مورد مطالعه قرار مي

 هشت



هاي  هريك از شاخهاين بدان معناست كه دستاوردهاي . كند ميهاي مذكور ايجاد  شاخه

  .توانيم در پيشبرد دوتاي ديگر نيز به كار ببريم هندسه، جبر و آناليز را مي

ي براي يگيرد كه در الگوي اقليدس جا ، محاسباتي صورت ميبه علاوه در اين الگو

يكي از نتايج بسيار عميق رويكرد محاسباتي به هندسه، .  محاسبات وجود ندارداين

اي مستحكم با كامپيوتر و گرافيك كامپيوتري و لذا گشايش بازارهاي كار  ايجاد رابطه

آموختة  اين نگرش دانشديگر با . آموختگان هندسه خواهد بود جديد به روي دانش

تواند براي ديگران  يسلاف خود بگذارد، وي حتي مهندسه لزوماً نبايد پا در جاي پاي ا

  .كارآفريني كند

. گيرد خود مي هتري ب مطالعة الگوهاي هندسي مبتني بر توابع همه روزه ابعاد وسيع

نظرية محاسبه را ات و يهاي تركيب كه در چند سال اخير دامنة اين مطالعات نظريه تاجايي

  .است  نيز در بر گرفته

ها در هندسة اقليدس  ها و صفحه دكارت با پذيرش وجود نقاط، خطوط، منحني

توان  به اين ترتيب مي.  آنها ابداع نمودتر آسانمختصات و معادلات را براي مطالعة 

  .ها را وارد هندسه كرد  بود كه مجموعهيگفت كه دكارت اولين رياضيدان

 هنگامي جايگاه واقعي خود را پيدا كرد كه رياضيدان معروف فليكس هعمطالاين 

 كه به مناسبت ارتقاء به مقام استادي دانشگاه ارلاگن ايراد 1870كلاين طي سخنراني 

بنابراين تعريف هندسه عبارت است از . نمود، تعريف جديدي از هندسه اعلام كرد

 آن فضا يها ايزومترياي از  انوادههايي خاص و خ فضايي متريك همراه با زيرمجموعه

شود  بينهايت هندسة جديد ايجاد ميبه اين ترتيب . كنند كه در شرايط خاصي صدق مي

  .شوند هاي شناخته شدة قبلي بخشي كوچك از علوم هندسه را شامل مي و هندسه

هاي معتبر  اكنون روش كلاين براي ارائه يك درس مباني هندسه در دانشگاه هم

اي است و بخشي از اين درس به يادآوري هندسة اقليدس  ا روش جا افتادهسراسر دني

  .اختصاص دارد

كروي،  ،)دو بعدي(هذلولوي  ،)دو بعدي(هاي اقليدسي  اين كتاب نيز مباني هندسه

 نه



براي اين كار با . دهد ارائه مي ) هندسهتعريف كلاين از(را به روش مدرن ... وتصويري 

هاي شناخته شدة آشنا، آنها را به فضاهاي  روي مجموعه) متريك(تعريف مفهوم فاصله 

سپس تعاريف و . دكن متريك و سرانجام به الگويي براي هندسة موردنظر تبديل مي

  .نمايد هاي هندسة موردنظر را در اين الگو بررسي مي قضيه

با اين . خوشبختانه دانشجويان با مفاهيم موردنياز اين درس بقدر كافي آشنا هستند

هاي كتاب مفاهيمي از نظريه گروه، جبر خطي و حسابان كه احتمالاً  ل در پيوستحا

  . شده استبياندانشجويان با آنها آشنايي كمتري دارند، 

كه ملاحظه  به طوري.  پيوست تدوين شده است4 فصل و 7مطالب اين كتاب در 

ست خواهيد كرد، براي خواندن كتاب دانستن جبر خطي و جبر مقدماتي ضروري ا

  .ايد ها را گذرانده موقعي بايد ثبت نام كنيد كه اين درسبنابراين در اين درس 

در اين فصل الگوي . شود  از هندسة مسطحة اقليدسي آغاز ميكتاب با بررسي كاملي

نقطه، خط، انعكاس و فاصله را . كنيم ريزي مي هاي غيراقليدسي را پايه مطالعه هندسه

 را ها ايزومتري .كنيم ه توازي، تعامد و تقارن را بررسي ميمسائل مربوط ب. كنيم تعريف مي

  .كنيم  را تعيين ميها ايزومتريبندي كرده و ساختار گروه  طبقه

با . دانشجو با بسياري از حقايق هندسه اقليدسي قبلاً در دبيرستان آشنا شده است

ي هاي تصويري و هذلولو توان براي بررسي هندسه اين حال اين چارچوب را مي

  .انگيزند نتايج حاصل زيبا و گاهي اعجاب. مسطحه به كار برد

، به آساني شده استهاي مسطحه دو بعدي محدود   مطالعه هندسهبه كتاباگرچه 

سي، بيضوي و هذلولوي فضاهاي با هاي اقليد توان با استفاده از اين ديدگاه هندسه مي

 و الگوهاي فكري توسعه ها ش وراميدواريم كه . د بالاتر را مورد بررسي قرار دادعابا

  . كه بخواهند در اين زمينه كار كنند مفيد واقع شود يافته در اين كتاب براي كساني

هاي كتاب را به گروه رياضي  محترم استدعا دارد كه كاستيدر پايان، از خوانندگان 

ر  منظور شوند و به اين وسيله ددانشگاه پيام نور منعكس نمايند، تا در چاپ بعدي

  . ارتقاء علمي و فني كتاب سهيم شوند

 ده



كارشناس اين گروه، خانم خرمي كه با نور و  رياضي دانشگاه پياماز گروه 

  . هاي خود موجبات تجديد نظر در اين كتاب را فراهم نمودند، سپاسگزارم پيگيري

اندركاران مركز چاپ و انتشارات اين دانشگاه كه با س   صدر  همچنين از دست

 متن اصلاح شده و چاپ آن را به سامان رساندند، به ويژه از حاج آقا قاسم كار توليد

كنم و براي آنان و  اكبري صميمانه تشكر مي آقاي محمدباقر و) رئيس(اي  حمزه

   .روزافزون دارمهمكارانشان آرزوي موفقيت 

  
  قانيممحمد جلوداري م

  دانشگاه علامه طبا    يي

 92تابستان 

 يازده

طبا          

عة



 دوازده

   كليهاي هدف

. است هاي گوناگون هندسه دانشجويان با اجمالي  آشنا نمودنكتابهدف اين 
 طي رهاي هندسه را د اي روشن از پيشرفت هقشدانشجويان پس از مطالعة اين كتاب ن

قرون و اعصار در ذهن خود خواهند داشت و رابطة آن را با علوم جديد از جمله نظرية 
  .، جبر خطي و نسبيت درك خواهند كردها گروه

  

  هاي مهم هتوصي

  . هاي مباني جبر و جبر خطي در اين درس ثبت نام كنيد پس از گذراندن درس. 1
  . شكل بكشيد. كشيدن شكل براي يادگيري هندسه بسيار مهم است. 2
  . ترتيب را در مطالعه مراعات كنيد. 3
هاي اين درس است ميتوانيد از مطالعة آن صرفنظر كنيد.      خارج از هدف3فصل . 4

  

   رفتاريايه هدف

  :پس از مطالعة اين كتاب بايد بتوانيد
  .هاي دو بعدي را شرح دهيد  مباحث كلي هندسه.1
  .در هندسه به كار ببريدضرب برداري و ضرب داخلي را مفاهيم  .2
 را همرسدسته خطوط موازي و آن  معادله پارامتري خط را بنويسيد و با استفاده از .3

  .شناسايي كنيد
  .تعريف كنيد و قابليت انطباق آنها را بيان كنيدها را  ويها ز.4
  .ها بيان و ثابت كنيد مثلثمورد هاي قابليت انطباق را در   قضيه.5
  . اصول هندسة آفين و تفاوت آن با هندسة اقليدسي را بيان كنيد.6
  .را بيان كنيد... برخي اشكالات تعاريف مفاهيم نقطه، خط، .7
  .آن را شناسايي كنيد انعكاس را تعريف و تركيبات .8
  .هاي مربوط به آنها را بيان و ثابت كنيد لغزه را تعريف كنيد و قضيه، انتقال و دور نيم .9

  . قضية سه انعكاس را بيان و ثابت كنيد.10
هاي   تقارن پيكرههاي گروه. هاي مختلف در صفحه را تعريف كنيد ي پيكرهها تقارن .11

  . را شناسايي كنيدمعروف



 سيزده

هاي صفحه آفين را تعريف كنيد و رابطه آن را با تبديلات صفحه بيان  تريمايزو .12
  .كنيد
  .هاي مختلف را در صفحه شناسايي كنيد ي پيكرهها تقارن يها گروه .13
  . تقارن آنها را شناسايي كنيديها گروهها و  چندضلعي. 14
ريك از آنها تعامد را شناسايي كنيد و رابطة ه خطي عام، خطي خاص و ميها گروه .15

  .ي صفحة آفين بيان كنيدها تقارنرا با 
  .پيكره استفاده كنيدمتقارن ناسايي گروه ن يك پيكره را ترسيم و از آن براي شيمكمل آف .16

صفحه تصوير، كرة دو بعدي و صفحه هذلولوي تبديل حال اصطلاح صفحه آفين را به 
كننده  ها جوابي قانع برخي سؤالممكن است . هاي فوق پاسخ دهيد و باز هم به تمام سؤال

مثلاً در هندسة كروي خطوط موازي وجود ندارند و يا در هندسة هذلولوي دو . نداشته باشند
  .هاي متناسب با آنها را طرح و پاسخ دهيد  سؤال.نوع خطوط موازي وجود دارند

  .ها به سؤالات زير پاسخ دهيد به ويژه در اين هندسه
بيان ) صفحه تصوير، هندسة كروي(ي را در هندسة هذلولوي هيم، تعامد و توازا مف.17
  .ديد و آنها را به كار ببركني
ي را در هندسة هذلولو... هايي مانند نقطه، خط، مثلث و  تقارن پيكرهيها گروه .18

  .ديشناسايي كن
شناسايي ) صفحه تصوير، هندسة كروي( انواع دسته خطوط را در هندسة هذلولوي .19
  .ديي درمورد وجود خط مشترك بين دو دسته خطوط بيان و ثابت كنا قضيه. ديكن

  .ديرا شناسايي كن) تصويري، كروي(هاي هذلولوي   انواع مثلث.20
  .ديبيان و ثابت كن) كروي(ها را در هندسة هذلولوي  ها و سينوس هاي كسينوس  قانون.21
  .ديبيان و ثابت كن) هندسه كروي(هاي منتظم را در هندسة هذلولي  جود چندضلعيو .22

  

  محمد جلوداري ممقاني

            



  

  

  

  تاريخچه

هايي از آن   به موازات نيازهاي خود بخش يا بخشپيوستههندسه دانشي است كه آدمي 

مثلاً در دوران باستان كه مسأله . دهد  و مورد استفاده قرار ميبندي فرمولرا كشف، 

هاي تقسيم شده اهميت  ت و محيط قطعات زمينگيري مساح تقسيم زمين و اندازه

دانان و مهندسين ابزارهاي اين كارها را به صورت نظري و عملي  فراواني داشت، هندسه

 به خود  و غيره خودها انسانتوسعه شهرنشيني، دريانوردي، كوچ . كردند فراهم مي

ابراين بن.  و لذا موجب توسعه دانش هندسه شده استها انسانموجب توسعه نياز 

هندسه كه در آغاز نوع مسطحة آن معمول بوده است بدون از دست دادن اهميت خود 

  .به هندسة فضايي توسعه  يافته است

 در كه در مناطق مختلف كرة زمين اي  گفت كه مباني هندسهتوان با اين ديدگاه مي

. ه استگرفت درست مانند امروز كمابيش يكسان بود عهد باستان مورد استفاده قرار مي

هاي بابلي، مصري و  با اين حال آنچه كه از آن عهد به دست رسيده است بيشتر نشانه

از معماري معبد زيگورات در شوش و آجرفرشهاي محوطة آن . به ويژه يوناني دارد

 سال پيش از اين نيز از دانش هندسي 3000شود كه ايلاميان و سومريان  معلوم مي

  .اند  بردهبرخوردار بوده و آن را به كار

مندي از قوانين كشورشان، ميل به تفكر و  با اين حال اين يونانيان بودند كه با بهره

هاي   حاصل از كار دانشمندان خود، هندسه را در برنامههاي ارزشتمايل به حفظ 

لازمة اين . آموزشي خود وارد كردند و ان را در اختيار تمام هموطنان خود قرار دادند

اين كار .  بوده استها كتابم و تدوين دانش هندسي موجود در كتاب يا كار البته تنظي

 2300، رياضيدان و كتابدار كتابخانه بزرگ اسكندريه در عظيم را اقليدس اسكندراني

  .پيش از اين به انجام رساندسال 

 چهارده



گذاران اولية مطالعة هندسه  بسياري از مورخين علم بر اين باورند كه تالس از بنيان

روايت از شرح حال و زندگي وي اطلاع دقيقي در دست نيست ولي چنين . تبوده اس

رو  از اين.  پيش از ميلاد را پيشگويي كرده بود585شده است كه وي كسوف سال 

  .زيسته است  قبل از ميلاد ميششمتوان حدس زد كه وي در قرن  مي

تين زيسته است يكي از نخس  در قرن چهارم پيش از ميلاد ميدوكسوس كهوائ

  .دهي كرد  سازمانهاي هندسه را در ساختاري منظم افرادي بود كه قضيه

بود، با ) اسكندرية فعلي در مصر(اقليدس كه كتابدار دانشگاه بزرگ شهر اسكندريه 

 13 را در ]39[آوري و تكميل اطلاعات هندسي و حسابي زمان خود كتاب اصول  جمع

  :مقاله به شرح زير تنظيم كرد

  ها ها و دايره  مربوط به هندسة مثلث4- 1 يها مقاله

  هاي هندسي  مربوط به تناسب6 و 5هاي  مقاله

   نظرية اعداد9 - 7هاي  مقاله

   نظرية اعداد اصم10مقالة 

   هندسة فضايي13-11هاي  مقاله

 سال كتاب 2000 به مدت بيش از استحكامي برخوردار بود كهاين كتاب از چنان 

 علمي كه هاي كتابتيراژ آن از تمام . نيا بوده استدرسي بلامنازع هندسه در سراسر د

رو در تمام اعصار بعد از پيدايش خود در دل   اند، بيشتر است و از اين تاكنون منتشر شده

 تحت نام اصولكتاب  كه در  رابنا به تعريف تمام آنچه. و جان آدمي اثر گذاشته است

شوند، هندسة  الب آن نتيجه ميهندسه آورده شده است و يا به سياق همين كتاب از مط

 اقليدس الگويي از هندسه به روايت اقليدس بنابراين تعريف، هندسة. ناميم اقليدس مي

  .است

 كه لازم دارد، مانند نقطه، خط، صفحه و غيره را تعريف اقليدس ابتدا مفاهيمي

اقامة اند و درستي آنها بدون  آورد كه به نظرش بسيار واضح سپس پنج اصل مي. كند مي

 قضيه يا گزارة هندسي 500وي از اين تعاريف و اصول نزديك به .  قابل قبول استدليلي

 پانزده



ها اصلاً روشن نبود و   يا گزارهها  در بسياري از موارد درستي اين قضيه.كند را استنتاج مي

هاي اثبات شدة  تعاريف و قضيهاز اصول، ق نها را با به كارگيري اصول منطوي درستي آ

  .جه گرفت نتيقبلي

هاست، اما طبيعي است كه با معيارهاي  اگرچه كتاب اقليدس كتابي براي تمام زمان

كه وي هر چيزي را با استفاده از  نخست اين. هايي نيز دارد كنوني رياضيات كاستي

 كند و بنابراين گاه به جاي رفع ابهام موجب افزايش مفاهيم بسيار معمولي تعريف مي

  .خصوص بهتر است به چند مثال زير توجه كنيمدر اين . شود ابهام مي

خط راست خطي . خط طولي بدون عرض است. نقطه آن است كه جزيي ندارد

دو خط واقع در  ميل يزاوية مستو. نقاط خودش قرار دارداست كه به نحوي هموار بر 

راستي بر خط راست وقتي خط . هم استه و ناواقع بر يك خط راست به يك صفح

ها يك قائمه  سازد، هريك از اين زاويه هاي مجاور برابر هم مي  زاويهيد،ديگري فرود آ

  .شود ناميده مي

كنيم كه در اين تعاريف، مفاهيم طول، فاصله، شيب و فرود آمدن،  ملاحظه مي

كند  هايش آنها را بدون استفاده رها مي اقليدس به محض ارائه تعريف. اند تعريف نشده

كه وي   و ساير اصولي خودكند كه ضمن پنج اصل تفاده مي اسيقوانين  ازو به جاي آن

  :پنج اصل اقليدس عبارتند از. را پذيرفته استبدون اعلام آنها 

I.گذرد  از دو نقطه متمايز فقط يك خط مي.  

II.ي از يك خط استئخط جز  هر پاره.  

III.اع اين  شع بهاي به مركز اين نقطه و  به ازاي هر نقطه و هر طول داده شده دايره

  .طول وجود دارد

IV.هاي قائمه برابرند  تمام زاويه.  

V. هاي داخلي حاصل در  خط راست را قطع كند و مجموع زاويه اگر خطي دو

 از آن خط يكديگر را   اين دو خط در طرفيآنگاهن كمتر از دو قائمه باشد، آيك طرف 

  .ت اس مهكمتر از دو قائمذكور هاي داخلي  كه مجموع زاويهكنند  قطع مي

 شانزده



اش  دوم آنكه اقليدس نيازي به بيان اصل زير با وجود استفاده از آن در اولين قضيه

  .كند احساس نمي

ز فاصلة بين مركزهايشان كمتر است هاي آنها ا دو دايره كه مجموع و تفاضل شعاع

  .كنند اي قطع مي همديگر را در نقطه

مايز نموده و اعلام كرده طبيعي است كه بپرسيم چرا اقليدس پنج اصل خود را مت

 بيان آنها را هايي را كه اقليدس س از اقليدس سعي كردند فرضپهاي  رياضيدان. است

اين . كرد در اين ميان اصل پنجم بيشتر جلب توجه مي. فراموش كرده بود روشن كنند

اي  كردند كه شايد نتيجه ها فكر مي اصل مشكل و از نظر شهودي جالب بود و رياضيدان

. بسياري براي اصل پنجم پيشنهاد شد» هاي اثبات«.  باشدهاي ديگر اقليدس رضاز ف

ها معمولاً فرض پنهاني در خود داشتند كه معادل چيزي بود كه بايد  ولي اين اثبات

  :ه شرط معادل از اين نوع عبارتند ازس. شد اثبات مي

I.پليفير(توانند با يك خط موازي باشند   دو خط متقاطع نمي(.  

II. پروكلس( موازي ثابت است هاي خط فاصلة(.  

III.لژاندر (هاي يك مثلث دو قائمه است  ع زاويه مجمو(.  

 و الگو يا ندكه به تكميل اصول و تعاريف اقليدس اقدام كرد در ميان رياضيداناني

 يها هاي برجسته قرن برت از چهرهلالگوهايي از هندسة اقليدسي ارائه دادند، داويد هي

   .ستم نيز قرار دارد بي،نوزدهم

هيلبرت بدون دست بردن در روح هندسة اقليدس آن را به آرامي و لطافت تكميل 

ش ابهام ثمري  را كه تعريف كردن آنها جز افزايوي بعضي از مفاهيم آشنا. و ترميم كرد

 مفاهيم نقطه، خط و صفحه. نداشت، به عنوان مفاهيم اوليه و تعريف نشدني پذيرفت

  روابط بين اين مفاهيميدسي،لهندسة اق در الگوي هيلبرت از .اند برتلهينشدني تعريف 

اين دسته . كنند و ساير مفاهيم را دسته ديگري از مفاهيم تعريف نشدني ديگر برقرار مي

، قابليت ميانبود، )، قرار داشتن برتعلق داشتن، واقع شدن بر(مفاهيم عبارتند از وقوع 

خود را كه حاوي مفاهيم، » مباني هندسه«برت كتاب هيل.  توازي و پيوستگي،انطباق

 هفده



ان ب به ز1899تعاريف، اصول و قضاياي الگوي هيلبرت از هندسة اقليدسي است در 

. نداي فرانسوي و انگليسي اين اثر موجودها  اكنون ترجمه هم. آلماني منتشر كرده است

  :ندا از اين قرار]43[كتاب اصول حاكم بر الگوي هيلبرت از هندسه اقليدسي به نقل از 
  

   اصول وقوع.1

  .گذرد  فقط يك خط ميB و A بر هر دو نقطة متمايز ) الف.1

  .، لااقل دو نقطه بر آن وجود دارندl به ازاي هر خط ) ب.1

  . سه نقطة ناواقع بر يك خط وجود دارند) پ.1
  

  ميانبود اصول .2

 بر C و A ،Bاين معناست كه  قرار دارد به C و B بين دو نقطة Aكه نقطة   اين) الف.2 

  . نيز هستB و C بين Aيك خط قرار دارند، متمايزند و 

 قرار E و C ،Dگذرد سه نقطة متمايز   ميB و Aكه از نقاط داده شدة   برخطي) ب.2

  كه دارند به طوري

B بين C و D ،D بين A و B و A بين D و Eاست .  

  .ن دوتاي ديگر است از هر سه نقطة واقع بر يك خط فقط يكي بي) پ.2

توان چنان   واقع بر يك خط را همواره ميD و A ،B ،C هر چهار نقطة متمايز )ت .2

  . باشدD و B و نيز بين A ، D بين C و D و A بين C ،B و A بين Bمرتب كرد كه 

 وارد مثلث شود و B و Aاي بين   اگر خطي از نقطهABCدر مثلث ) اصل پاش () ث.2

 از B و C يا بين C و Aاي بين   نگذرد، از نقطهC و A ،B هاي رأسيك از  از هيچ

  .شود مثلث خارج مي

 
 
 
 
 
 
 هجده



 
 
 
  

  

  

   اصل توازي هيلبرت.3

. كند  را قطع نميlگذرد كه   فقط يك خط ميl واقع در خارج خط Aاز نقطة دلخواه 

  .استموازي  lگذرد و با   ميA  ازكه  است  خطي،اين خطگوييم  مي
  

  يت انطباق اصول قابل.4

ك ي، در m واقع بر خط C و هر نقطه l بر خط B و Aبه ازاي هر دو نقطة ) الف. 4

خط  بر پاره) BAيا  (ABكه   وجود دارد به طوريD فقط يك نقطه چون m بر Cطرف 

CDاين رابطه را با نوشتن.  قابل انطباق استAB CD خط بر  هر پاره. كنيم ابراز مي

  .ش قابل انطباق استخود

AB اگر) ب.4 CDوCD EF گاه آن AB EF   

خط بر يك خط باشند كه تنها نقطة   پارهو دBC و ABاگر ) ها خط پارهجمع ( ) پ.4

Aاگر است و نيز Bشان  مشترك B و B C علاوه  ه همين شرايط را داشته باشند ب

ABاگر A B و BC B C  گاه آنAC A C .  

داده  در صفحة ديگري چونl  و خط در صفحهABC فرض كنيد زاويه ) ت.4

 lدر يك طرف خط A تنها يك نقطةlبر خط  CوBبه ازاي دو نقطة. شده باشد

ABCكه وجود دارد به طوري


Aو B C

  اند قابل انطباق.  

Aنويسيم   ميدر اين صورت B C ABC
 
   �.  

  .توان منتقل كرد  ديگر صفحه ميبه عبارت ديگر هر زاويه را به هر جاي

  

A 

B C 

 نوزده



 بيست

Aهاي  اگر زاويه) ث.4


،B


Cو


A كه داده شده باشند به طوري B
 
B و� C

 
 گاه آن�

A C
 
�.  

 اگر دو ضلع و زاويه از يك مثلث بر دو ضلع و زاويه از مثلثي ديگر قابل انطباق ) ج.4

  .اند باشند آن دو مثلث قابل انطباق
  

  )اصل ارشميدس( اصل پيوستگي .5

Aند و  دو نقطة دلخواه باشB و A فرض كنيد )الف. 5
1

دنبالة .  باشدB و Aبين 

Aنقاط
1

،A
2

،A
3

Aكنيم كه را طوري انتخاب مي... 
1

A وAبين 
2

،A
2

A  بين
1

،A
3

،A
3

 

Aبين
2

Aو
4

AA يها خط پارهكنيم  علاوه فرض مي هب. باشد... ،
1

، A A
1 2

،A A
2 3

قابل ... 

  . استnA وA بين Bكه  وجود دارد به طوريnAدر اين صورت. باشد انطباق مي
  

  

  

 در گوتينگن كارهاي مهم انجام  دكتري خود لهسار كلوگل طي گئورگ 1763 در 

كه وي   اثباتي28 از .آن زمان را ارزيابي كردشده براي اثبات اصل پنجم اقليدس تا 

 جالب توجه، متعلق به هاي اثباتيكي از . بخش نبود كدام رضايت بررسي كرد، هيچ

ساكري فرض كرد كه نقيض اصل . بود) 1663-1733(كري ا نام سوعي بهسي يكشيش

. دست آورد هپنجم اقليدس درست است و به اميد رسيدن به تناقض نتايجي منطقي ب

 به ظاهر بسيار عجيب بودند و او ادعا كرد كه برخي از آنها با اصول ديگر اين نتايج

كه اكنون هندسة   را دربارة چيزير مهمياي بسياه  هدر واقع او نكت. انداقليدس ناسازگار

  .شود، كشف كرده بود هذلولوي ناميده مي

اب نقيض اصل اولين رياضيداني بود كه دريافت انتخ) 1777-1855(مسلماً گاوس 

كه با هندسة  هاي ديگري وجود هندسهو پنجم ممكن است هرگز به تناقض منجر نشود 

 انقلابي رسيد كه از اين فكر چنان به نظرش. پذير است  تفاوت دارند امكانياقليدس

A       A1     A2                  B        An 



 بيستويك

كه در پشت سر » ها هياهوي كودن« نوشت از 1829در سال . نظر كردانتشارش صرف

  .سان استاند هرا اقليدس سنگر گرفته

هاي سازگاري  مستقلاً هندسه) 1802-1860(و بوليايي ) 1793-1856(باچفسكي ل

  .كردند  را نفي مييرا كشف كردند كه در عين حال اصل پنجم اقليدس

تجربه نشان .  انتشار يافتند1832 و 1829 هاي سالهاي آنان به ترتيب در   نوشته

هاي جديد توجهي  آنها به اين نظريه. ها را دست بالا گرفته بود كودنداد كه گاوس 

  .نكردند

در داخل ) 1849- 1925(و كلاين ) 1835- 1900( سال بعد بلترامي 40حدود 

هندسة هذلولوي اكنون به (هندسه اقليدسي الگوهايي از هندسة بوليايي و لباچفسكي 

 بنابراين ثابت شد كه اگر هندسة اقليدس بدون تناقض باشد،. پيدا كردند) اند موسوم

هاي  چون هندسة هذلولوي در تمام فرض. هندسة هذلولوي نيز بدون تناقض است

 غيرممكن  اين اصل ثابت شد كه اثباتكند، هندسة اقليدسي به جز اصل توازي صدق مي

  .است

بندي قضايا برحسب وابستگي   طبقهبا اين انشعاب هندسه به اقليدسي و نااقليدسي،

هاي اقليدس كه در اثبات آنها از اصل  يك از قضيههر. آنها به اصل پنجم مفيد واقع شد

ها در هر دو  اين قضيه.  ناميده شدهندسة مطلقاي در  پنجم استفاده نشده بود، قضيه

هاي خاصي از هندسة  در مقابل، قضيه.  معتبر بودندهندسة اقليدسي و هذلولوي

هاي  قضيه. دند موسوم شهندسه آفين بستگي دارند به IV و I ،IIاقليدسي كه به اصول 

  .نامند  ميهندسة مرتبهاي  هاي مطلق و آفين را قضيه مشترك هندسه

با آن ) 1452-1519(كه هنرمنداني چون لئوناردو داوينچي  ل مناظر و مزاياييئمسا

 .افكنش مركزي بپردازند ها را بر آن داشت كه به مطالعة مواجه بودند، رياضيدان

توان افكنش شيئي اصلي به مركز چشم  كشد مي يتصويري را كه نقاش بر بوم نقاشي م

يابند و به مكان نسبي  ها لزوماً تغيير مي در اين فرآيند، فاصله. نقاش روي بوم دانست

آيا امكان دارد كه ساختار هندسي . شود بستگي دارند كه تصوير آنها رسم مي اشيايي



ير است زيرا برخي  اين كار امكانپذيئي اصلي را از روي تصوير آن شناسايي كرد؟ش

 دانشي است هندسة تصويري. كنند  هندسي تحت افكنش مركزي تغيير نميهاي ويژگي

مهندس ) 1788-1867(مباني هندسة تصويري را پونسله . كه زادة اين ملاحظات است

المطالعه بود، بنيان  منوعمكه   هنگام اسارت در روسيه و موقعي1813فرانسوي در سال 

 هاي ويژگيين و تصويري نيز رابطه نزديكي دارند، زيرا مطالعة هاي آف هندسه. نهاد

اين ويژگي . انجامد مانند نيز به هندسة آفين مي اشكال كه تحت افكنش موازي ناوردا مي

  .تشخيص داده بود) 1707-1783( اويلر هندسة آفين را

 چون پيشرفت هندسه همواره تحت تأثير عدم وجود امكانات محاسباتي بود، ابداع

ي جديدي براي حل ها ش روبه پيدايش ) 1596- 1650( توسط دكارت هندسة تحليلي

 اي از نظرية مقاطع مخروطي مثلاً، هندسة تحليلي بررسي ساده. ل كمك شاياني كردئمسا

از زمان دكارت تاكنون استفاده از . پيچيده بود ، كه قبلاً بسيارپذير ساخت را امكان

هاي   امكان استفاده از پيشرفتها ش رو است زيرا اين ي تحليلي مفيد واقع شدهها ش رو

  .اند  فراهم كردهادانه جديد در جبر و حساب ديفرانسيل و انتگرال را براي هندسه

وي تشخيص داد . بسيار توسعه يافت) 1826-1866(دامنة هندسه توسط ريمان 

 واقع بر يك خم. دهد هاي جديد را ارائه مي هاي بسياري از هندسه ها نمونه كه رويه

ترين خم واصل بين نقاط  ر قطعة كوچكي از آن كوتاههناميم اگر  رويه را يك خط مي

هاي عظيمه خط  در اين صورت اگر مثلاً اين رويه كره باشد، دايره. اش باشد انتهايي

  :نداهاي زير معتبر سوم است قضيهوهندسه كه به هندسة بيضوي مدر اين . هستند

I. متقاطر هستند يعني، نقاط اين نقاط . قطه تلاقي دارند خطوط دو ناز هرجفت

  .انتهايي يك قطر هستند

II.خطوط بسياري از دو . گذرد  از هر جفت از نقاط نامتقاطر فقط يك خط مي

  .گذرند نقطه متقاطر مي

III.هاي يك مثلث بيشتر از  مجموع زاويهسه هاي مثلثي با مجموع زاويه. است 

  .قائمه وجود دارد

 بيستودو



فضاهاي اقليدسي و كروي با ابعاد بالاتر را مورد ) 1814-1895(ريمان و شلفلي 

 در گوتينگن 1854ريمان در سخنراني افتتاحيه معروف خود در سال . مطالعه قرار دادند

 كه اكنون به  كرديگذار  پايه مطالعة فضاهاي با بعد دلخواهبراي را اي مباني هندسه

 هندسةهاي اصلي مطالعه در  اين فضاها موضوع.  معروف هستندهاي ريماني منيفله

ي اين هندسه به حساب ها ش روآيد،  كه از اين اسم برمي به طوري.  هستندليديفرانس

با استفاده از هندسه ) 1879-1955(انيشتين . رانسيل و انتگرال وابستگي دارندديف

  .ذاري كردگ را پايه) 1916(ريماني مباني نسبيت عام 

كه   را اي هاي يك مثلث و انحناي رويه گرچه گاوسي رابطة بين مجموع زاويه

 هاي دها را روي منيفل ايده، ريمان و پيروان وي اين ملاحظه كرد ،مثلث بر آن واقع بود

 ديفرانسيل است اي بسيار مهم در هندسه وز پديده هن كردند بنابراين، انحناادهريماني پي

 از هندسة اقليدسي  متفاوت كه هندسة فضاي مورد مطالعه تا چه حددهد و نشان مي 

  .است

گرچه اقليدس اعتقاد داشت كه هندسة وي حقايق جهان واقعي را در بر دارد، ولي 

منظور وي اين نبود كه در . دانست كه با ساختاري آرماني از واقعيت سرو كار دارد مي

ولي او بر بسياري از . ود دارددنياي واقعي چيزي به صورت طول بدون عرض وج

 براي آزاد كردن )1862-1943(هيلبرت  .كرد  شهودي اشياء واقعي تكيه ميهاي ويژگي

 1899ها، اصول هندسه را در  هندسه از اتكاي به مفاهيم فيزيكي در اثبات قضيه

يعني نقطه، (هيلبرت اين كار را با معرفي مفاهيم تعريف نشده . كردو كامل بازنويسي 

كه  و اصول معيني)  قابليت انطباق، ميانبود،خطي هم(، روابط تعريف نشده )، صفحهخط

استفاده با  كه حكمي را هر .  آغاز كردبرحسب مفاهيم و روابط تعريف نشده بيان كرد،

 هندسي معتبر در يك قضية اصول نتيجه گرفت ق بتوان از مفاهيم، روابط واز اصول منط

ها  البته، برخي از هندسه. اي بود ب اصول يك مسأله سليقهانتخا. شود  ناميده ميهندسه

ها  قضيه. خواهند بود، ولي اين يك نظر شخصي استجالب و برخي ديگر غير جالب 

كنند   و فقط به اصولي كه درآنها صدق ميندارندبه ماهيت مفاهيم تعريف نشده بستگي 

 بيستوسه



  .اند وابسته

 ها هندسه پيشنهاد كرد كه 1872، كلاين در سال با مشاهدة اين همه هندسه

 تغيير يشانها  ارزش درستي گزارهها تبديلكه تحت اين   تبديلييها گروهبرحسب 

. پيدا كرداز آن پس نظرية گروه اهميتي فزاينده در هندسه . وندبندي ش كند، طبقه نمي

يي براي ها ش روزودي  هب. دارنداي  پيچيده  تبديليها گروههاي جديد ريمان  هندسه

لي  وفوسسي اين موضوع توسط وكار اصلي ر.  توسعه يافتها گروهعة خود اين مطال

  . ناميده شدند لييها گروه به افتخار وي ها گروهانجام گرفت، و اين ) 1899-1842(

 تحقيقاتي مهمي در رياضيات امروزي هاي زمينه لي و هندسة ديفرانسيل يها گروه

  .هستند

 بيستو چهار




