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  پيشگفتار ناشر
يك درس در يك  هاي دانشگاه پيام نور حسب مورد و با توجه به شرايط مختلف كتاب

و  ،، مـتن آزمايشـگاهي، فرادرسـي   كتـاب درسـي  صـورت   بـه  يا چند رشتة دانشـگاهي، 
  . دنشو درسي چاپ مي كمك

نيازهـاي  ي صاحب اثـر اسـت كـه براسـاس     مهاي عل ثمرة كوشش درسيكتاب 
، طراحـي   هـاي مصـوب تهيـه و پـس از داوري علمـي      درسي دانشـجويان و سرفصـل  

پـس از  . رسـد  به چـاپ مـي   ،آموزشي علمي و هاي در گروه آموزشي، و ويرايش علمي
 هايبـا دريافـت نــظر   ها و داوري علمي مجدد و  نظرخواهيبا چاپ ويرايش اول اثر، 

صـاحب اثـر در كتــاب تجديدنــظر     ،متناسب با پيشرفت علوم و فناوري و اصـلاحي
  . شود چاپ ميجديد  زباني و صوري با اعمال ويرايش كتاب ويرايش جديد كند و مي

 كمـك اسـتفاده از آن و  است كه دانشـجويان بـا    راهنمايي) م( متن آزمايشگاهي
  . دهند آزمايشگاهي را انجام مي و كارهاي عملي ،استاد

 ـ بـه منظـور غنـي   ) ك( درسي كمكو ) ف( هاي فرادرسي كتاب ر كـردن منـابع   ت
دانشـگاه   وبگـاه ند و يـا در  شـو  و بر روي لوح فشرده تكثير مـي درسي دانشگاهي تهيه 

  . گيرند قرارمي
  

 محتوا    و تجهيزات آموزشي وليدمديريت ت
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  فصل اول

  معادلات ديفرانسيل مرتبه اول
  

كنيم و در  ي حل معادلات ديفرانسيل مرتبه اول را مطالعه ميها روشدر اين فصل 
فصل دوم در مورد اهميت اين گونه معادلات و جايگاه آنها در بـين سـاير علـوم آشـنا     

  .شويم مي

  تعاريف مقدمه و  1-1
yفرض كنيد تابع : تعريف 1-1-1 f (x)  بر بازهI (a, b)هـر  . ، تعريف شده باشد

y، تــابع xاي شــامل متغيــر مســتقل  معادلــه f (x) هــاي  و مشــتقf  يــك معادلــه را
   .ناميم معمولي مي ديفرانسيل

  . باشد هر يك از معادلات زير يك معادله ديفرانسيل مي: مثال 1-1-2

)1 (
  

dy
cos x

dx
  

)2 (
  

dy

dx x2
1

1



  

)3 (  f (x) f (x)   
)4 (  y (y ) x33 2 5     
)5 (  (y ) (y ) y x3 4      
)6(   (x y )dx xydy2 2 2 0    
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)7(   d y dy
x x y cos x

dxdx

22
2 3 4    

)8(   ( )xy y (xy ) x4 5 32      

يك مسأله ساده در حساب ديفرانسيل و انتگرال يافتن كليه توابعي اسـت   :مثال 1-1-3
   .صدق كنند) 2(و ) 1(در معادلات  xكه به ازاي هر 

yروشن است كه  :حل sin x c    و ) 1(در معادلـهy tan x c1    2(در معادلـه (
شـويم كـه پيـدا     با كمي دقت متوجه مـي . ثابت اختياري است c آنكنند، در  صدق مي

  . صدق كنند، ساده نيست 2-1-1كردن توابعي كه در ساير معادلات ديفرانسيل مثال 

اي متشكل از يك تابع مجهول بـا   معادله انسيل جزئيمعادله ديفريك  :تعريف 1-1-4
  .بيش از يك متغير مستقل همراه با مشتقات جزئي آن است
uبراي مثال، معادله زير براي تابع مجهول دو متغيره  (x , t)  يك معادله ديفرانسيل

  .جزئي است
u u

c
x t

2 22
2 2

 


 
  

ون در اينجا مـا تنهـا معـادلات ديفرانسـيل معمـولي را      توجه كنيد كه چ :تذكر 1-1-5
  . كنيم مطالعه خواهيم كرد، از اين پس كلمه معمولي را حذف مي

يك معادله ديفرانسيل بالاترين مرتبه مشتقي است كه در معادلـه   مرتبه :تعريف 1-1-6
  . شود ظاهر مي

  .كنيدرا تعيين  2-1-1مرتبه معادلات داده نشده در مثال : مثال 1-1-7
از مرتبـه دوم،  ) 7(و ) 4(، )3(از مرتبـه اول، معـادلات   ) 6(و ) 2(، )1(معـادلات   :حل

  . باشند از مرتبه چهارم مي) 8(از مرتبه سوم و معادله ) 5(معادله 

  توان به صورت ام را مي nبه طور كل، يك معادله ديفرانسيل مرتبه : تعريف 1-1-8
)9                 (             (n)F(x, y, y ....y ) 0   
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 y(n)تـوان نسـبت بـه     را مـي ) 9(، معادلـه  Fمناسبي روي تـابع  تحت شرايط . نوشت
nبرحسب  1  متغير ديگرx ،y ،y  .......(n )y 1 صورت  حل نمود و به  

  
)10(             (n) (n )y f (x, y, y ........y )1   
  
در غيـر ايـن   . كنيم كه هميشه بتوان اين امر را انجـام داد  در اين كتاب فرض مي. نوشت

لـه بـه   است بـا بيشـتر از يـك معاد    را در واقع ممكن) 9(اي به صورت  صورت، معادله
  . نمايش داد) 10(صورت 

x(yمعادله : مثال 1-1-9 ) y x2 24 6 0     بنويسيد) 10(را به صورت .  
  . دهد  اين معادله در واقع دو معادله ديفرانسيل زير را نمايش مي :حل

  

x
y

x

32 4 6     ياx
y

x

32 4 6     
  

) 10(از معادلـه   جـوابي ، را (a,b)، تعريـف شـده بـر بـازه     gتابع  :تعريف 1-1-10
  از اين بازه  xپذير باشد و به ازاي هر  بار مشتق nدر اين بازه  gناميم، اگر  مي

(n) (n )g (x) f (x ,g(x),g (x),...,g (x))1  
  . برقرار باشد

   تحقيق كنيد كه تابع :مثال 1-1-11

)11(  y tan x x x ( n ) , n , ,2 1 0 1 22


        
  ديفرانسيلجوابي از معادله 

)12(            y (x y)2    
  .است
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y در اينجا :حل tan x x  ، y sec x tan x2 21       با جايگذاري اين مقـادير بـه
   .آيد اتحاد زير به دست مي) 12(در معادله  yو  yجاي 

tan x (x tan x x) tan x2 2 2     
  

) 12(جوابي از معادلـه  ) 11(هاي مشخص شده در  پس تابع داده شده در هر يك از بازه
  . است

  
  ا ضابطه تحقيق كنيد كه تابع تعريف شده ب: رينتم 1-1-12

y x x    2  
  زير استجوابي از معادله 

)14(          (y ) (y ) y x3 2 23 8 0        

fرابطه : تعريف 1-1-13 (x, y) 0  معادله ديفرانسيل جواب ضمنيرا يك   
)15  (        (n)F(x,y,y ,...., y ) 0   
Iبر بازه  (a ,b) ناميم، اگر مي  

 g(x)تعريـف كنـد، يعنـي اگـر تـابع       Iبر  xعنوان تابع ضمني از  را به y )الف
ــر   ــده ب ــف ش ــه   Iتعري ــد ب ــته باش ــود داش ــوروج  ــط ــه ازاي ه ــه ب ، Iدر  xر ي ك

f (x ,g (x)) 0  
  ، I در xصدق كند، يعني به ازاي هر  )15(در  g(x). ب

(n)F(x,g(x),g (x),....,g (x)) 0   

fآيا : مثال 1-1-14 (x, y) x y2 2 25 0    ك جواب ضمني از معادله ديفرانسيل ي  
)16(      F(x, y, y ) yy x 0     

Iبر بازه  : x5 5   است .  
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بر  xاز  اي عنوان تابع ضمني بهتوان  ميرا  yتابع داده شده كنيم كه  ابتدا توجه مي :حل
I  اگر زيرا ، كردتعريفg(x)  را يكي از توابعy x225    ،بـا  مثلاً انتخاب كنيم

g(x)انتخاب  x225  داريم:  
x

g (x) x
x2

5 5
25

     


  

gو  yبه جاي  g(x)با جايگذاري  (x)  به جايy  شود كه  نتيجه مي) 16(در  

  x
F (x,g(x),g (x) x x

x

2
2

25 0
25

 
      
  

  

اتحـاد اسـت و بنـابراين     xچون طرف چپ معادله اخير صفر است، معادله نسبت بـه  
  . برقرارند 13-1-1شرايط تعريف 

اي جـوابي از معادلـه    روش كلـي بـراي اينكـه ثابـت كنـيم تـابع ضـمني       : تذكر 15- 1- 1
گيـريم، اگـر بـه معادلـه      ضـمني از تـابع مشـتق مـي     طـور  به آن است كه ديفرانسيل است

اي از معادلـه ديفرانسـيل    ديفرانسيل منجـر گـردد، آنگـاه تـابع ضـمني را جـواب ضـمني       
شم بسته انجام دهيم، براي مثال نتيجـه  طور چ گيري ضمني را به اگر عمل مشتق. گوييم مي
xگيريم كه  مي y2 2 0  اي از  جواب ضمنيx yy 0   است، وليy,x y2 2 0   را
)تنها در نقطـه  . كند اي تعريف نمي بر بازه xعنوان تابعي از  طور ضمني به به , )0 در ايـن   0

xبنابراين ادعاي جواب بودن . كند فرمول صدق مي y2 2 0  معني است بي .  

  آيا  :تمرين 1-1-16
)17  (             f (x, y) x y xy , x3 3 3 0         

  يك جواب ضمني معادله 
)18  (    F(x, y, y ) (y x) y y x , x2 2 0           

  است؟
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  1-1ي بخش ها تمرين 1-1-16
  .مرتبه هر يك از معادلات ديفرانسيل زير را پيدا كنيد .1

y   )الف( xy y2    
dy  ) ب( (xy cos x)dx 0    
dy   )ج( (xy cos x)dx 0    

d   )د( y d y dy

dxdx dx

4 3
4 3 0

  
    
  
  

  

ye   )ه( xy y 0     

d   )و( y
(y ) x

dx

32 4
2 0

 
    

 
 

  

  
ثابت كنيد هر يك از توابع داده شده در ستون سمت چپ، جواب معادله ديفرانسـيل  . 2

  . باشد متناظر در ستون سمت راست مي
xy   )الف( e y y 0     
x   )ب( xy e y e   
xy   )پ( e , f (x) f (x)2      
y   )ت( x , ( x ) y xy2 21 1      

y   )ث( , xy y y
x

22
2

  


  

y   )ج( x , x yy216 0     
y  ) چ( cos hx , y y 0    

xx   )ح( t xy e e dt e , y xy
2 2 2

0 2 1      
x   )خ( xy ae be , y y 0      
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dyنشان دهيد كه معادله ديفرانسيل . 3
y

dx
0  داراي جواب نيست .  

  
ت چپ، يك جواب ضمني معادله ديفرانسيل سـمت  آيا تابع ضمني داده شده در سم. 4

  راست است؟ 
  
y   )الف( (x ) , y ( y xy) y2 2 21 2 1 2 0        
y    )ب( x x y y x dy

e e , e e
dx

2 2 1 0      

dy       )ج( y
x y ,

dx x
    2 2 1 0  

  
  . است جوابي از معادله  ديفرانسيل داده شده r  ،rxe تعيين كنيد به ازاي كدام مقادير. 5

  
y) الف( y 0    
  
y) ب( y y2 0     

  
r ، ry تعيين كنيد به ازاي كدام مقادير. 6 x      جـوابي از معادلـه ديفرانسـيل داده شـده

  . است
x          ) الف( y xy y , x2 3 3 0 0      
  
x          ) ب( y xy , x2 2 0 0     
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  جواب عمومي معادله ديفرانسيل  1-2
گيري در حساب ديفرانسـيل و انتگـرال آمـوختيم،     بنا بر آنچه در نظريه انتگرال 1-2-1

yصورت  برخي معادلات ديفرانسيل ساده به f (x)  توان حل نمود آساني مي را به .  
  براي مثال، اگر 

xy e   
  دست آورد، يعني  گيري ساده به توان با يك انتگرال گاه جواب معادله را ميآن

xy e c   
  اگر . يك ثابت اختياري است cكه در آن 

)1(  xy e   
  آيد به دست مي) 1(گيري از  آنگاه، جواب آن با دو بار انتگرال

xy e c x c1 2    
  سرانجام، اگر . ي اختياري هستندها ثابت c2و  c1كه در آن 

)2 (  xy e   
  . به دست آورد) 2(گيري از  توان با سه بار انتگرال آنگاه جواب آن را مي

xy e c x c x c21 2 3     
  . باشند ي اختياري ميها ثابت c3و  c1 ،c2آن  كه در

yجواب معادله ديفرانسيل  :تمرين 1-2-2 x2  را پيدا كنيد.   

و حكـم زيـر را   توان د مي) 1-2-1(رسد كه با توجه به مثال  به نظر مي: تعريف 1-2-3
 شـمار  گاه بي داراي يك جواب باشد، آنحداقل نتيجه گرفت اولاً، اگر معادله ديفرانسيل 

ثانياً، اگر معادله ). مقدار بگيرند شمار توانند بي ها ميcشويم كه  يادآور مي(جواب دارد 
مل يك ثابت اختياري اسـت،  مرتبه اول باشد، جواب معادله ديفرانسيل شا ديفرانسيل از

اگر از مرتبه دوم باشد، آنگاه جواب معادله ديفرانسيل شامل دو ثابـت اختيـاري اسـت،    
هاي  مثال. ثابت اختياري است nام باشد، جواب معادله ديفرانسيل شامل nاگر از مرتبه 
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فوق ممكـن اسـت بـراي معـادلات ديفرانسـيل خاصـي        دهند كه دو حكم زير نشان مي
  . برقرار نباشند

   معادله ديفرانسيل مرتبه اول: مثال 1-2-4
(y ) y2 2 0    

  و همچنين معادله ديفرانسيل مرتبه دوم 
(y ) y2 2 0    

yتنها داراي يك جواب  0 است .  
  

  عادله ديفرانسيل مرتبه اولم :مثال: 1-2-5
y 1 0    

  و همچنين معادله ديفرانسيل مرتبه دوم 
y 1 0    

  . جواب ندارد

   معادله ديفرانسيل مرتبه اول :مثال 1-2-6
)3(  xy 1  

Iدر بازه  ( , )1 1  طور صوري با حل معادلـه ديفرانسـيل    به. داراي جواب نيست
  . آوريم دست مي به

)4(  y Ln x c   
xولي اين تابع در  0 جواب بايد بـه ازاي  9-1-1بنا به تعريف . ناپيوسته است ،

xتوجه كنيد كه اگر . صدق كنددر معادله ديفرانسيل  Iدر  x هر 0  4(، آنگاه بنا بـر (
  در بالا

y Ln( x) c , x1 0     

xاگر . است) 3(جواب معتبري از  0 4(، آنگاه بنا بر(  
y Ln (x) c x2 0    
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  . باشد مي) 3(نيز جواب معتبري از 

   معادله ديفرانسيل مرتبه اولجواب : مثال 1-2-7

(y y) (y y)3 2 0     
  عبارت است از 

x x(y c e )(y c e )3 21 2 0    
  . كه به جاي يك ثابت شامل دو ثابت اختياري است

د كه نبايد بلافاصـله نتيجـه گرفـت هـر معادلـه      نكن بيان ميهاي بالا  مثال :تذكر 1-2-8
ي ايـن  ها ثابتمعادله داراي جواب باشد تعداد  باشد، يا اگر ديفرانسيلي داراي جواب مي

با وجـود ايـن، دسـته زيـادي از معـادلات      . جواب برابر با مرتبه معادله ديفرانسيل است
هـا   باشـد و ايـن دسـته    در مورد آنها درست مي ديفرانسيل وجود دارند كه دو حكم بالا

هاي خاص  اي اين دستهتنها بر. معادلاتي هستند كه ما با آنها در اين درس مواجه هستيم
ثابت اختياري، مانند  nشامل  nجواب يك معادله ديفرانسيل از مرتبه : كنيم كه ادعا مي

c1 ،c2 ، .... وncاست ، .  
خـانواده  است را يك  c1 ،c2 ، ....، ncثابت، مانند  امnوابي كه شامل معمولاً ج

-n گوييم  مي 1-2-1براي مثال، با توجه به . ناميم مي ها جواباز  پارامتريxy e c  
xy ي معادلـه هـا  جـواب پارامتري از  -1يك خانواده  e  و xy e c x c1 2     يـك

xyي معادله ها جوابپارامتري از  -2خانواده  e  است .  

nتوابع  :تعريف 1-2-9 1     متغيـره بـا متغيرهـايx ،c1 ،c2 ،... ،nc    تعريـف شـده
  توسط 
)5(   ny f x,c ,c ,...,c 1 2

  

  امnديفرانسيل مرتبه  ي معادلهها جواباز پارامتري  -nخانواده را يك 
 )6 (  (n)y F(x, y, y ,..., y )  
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ncيم، در صورتي كه به ازاي هر انتخاب دلخواه اعداد نام مي ,...,c ,c2 f، تابع  1 (x)  كه
  يعني، اگر. صدق كند) 6(تعريف شده در معادله ) 5(توسط 

(n)F(x,f ,f ,...,f ) 0   
  

دهـيم، ادعـا    د بررسي قـرار مـي  هاي معادلات ديفرانسيلي كه مور اينك براي دسته
  :م كهيكن مي

  ".ستها جواب از  پارامتري - nام داراي يك خانواده nيك معادله ديفرانسيل مرتبه "

   نشان دهيد كه توابع تعريف شده توسط :مثال 1-2-10
  

)7      (      x xy f (x,c ,c ) x c e c e21 2 1 22 3      
  

ي معادلـه ديفرانسـيل   هـا  جـواب پارامتري از  -2يك خانواده  c2و  x ،c1از سه متغير 
  . مرتبه دوم زير است

  
)8 (  F(x, y, y , y ) y y y x3 2 4 0         

  :عبارتند از) 7(مشتق اول و دوم  :حل
x x x xc e c e , y f (x) c e c e2 21 2 1 22 2 4      y f (x)   

  
f،fر با جايگذاري مقادي ،f   به جايy ،y ، y  آوريم به دست مي) 8(در:  

x x x xc e c e c e c e2 21 2 1 24 6 3 6    F(x ,f ,f , f )   
x xx c e c e x21 24 6 2 2 4 0       

yتحقيق كنيـد كـه توابـع     :تمرين 1-2-11 c cosax c sin ax1 2     2يـك خـانواده- 
yي معادله ديفرانسيلي مرتبه دوم ها جوابپارامتري از  a y2 0   است.   
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معلـوم   هـا  جوابپارامتري از  -nروش يافتن معادله ديفرانسيل وقتي خانواده  1-2-12
  :اشدب

  . در هر مورد بايد معادله ديفرانسيلي را تعيين كنيم كه شرايط زير را دارا باشد
  . ي داده شده در هر خانواده باشدها ثابتمرتبه آن برابر با تعداد  .1
 . با خانواده داده شده سازگار باشد .2

 . ي اختياري در آن ظاهر نشده باشدها ثابت .3

پـارامتري از   -1سمي پيدا كنيـد كـه خـانواده    معادله ديفرانسيلي را به ق: مثال 1-2-13
  : ي آن عبارت است ازها جواب
)9(          y csin x x   
شامل يك ثابت اختياري است، پس ) 9(با توجه به مطالب بيان شده در بالا، چون  :حل

، بـه دسـت   )9(گيـري از   بـا مشـتق  . جواب يك معادله ديفرانسيل مرتبه اول اسـت )  9(
  آوريم  يم

)10              (         y ccos x 1    
 cتواند معادله خواسته شده باشد چـون شـامل پـارامتر     اين معادله ديفرانسيل نمي

  . است
ــراي حــذف كــردن  ــه cب cosرا در ) 9(، معادل x ــه و مع sinرا در ) 10(ادل x 

  :شود كه نتيجه مي. كنيم ضرب كرده و آنها را با يكديگر جمع مي
( cos x)y (sin x)y x cos x sin x      

  يا
(y )sin x (x y)cos x1 0      

y (y x)cot x , x , , ,...1 0 2          

ي هـا  جـواب  پارامتري از -1را پيدا كنيد كه خانواده  يمعادله ديفرانسيل :مثال: 1-2-14
  . هاي زير باشد آن خانواده دايره

)11     (    (x c) (y c) c2 2 22     



  13     معادلات ديفرانسيل مرتبه اول  
 

 

ي يـك معادلـه   هـا  جـواب ) 11(پارامتري داريـم، پـس    -1چون در اينجا خانواده  :حل
  :آوريم دست مي به) 11(با ساده كردن . ديفرانسيل مرتبه اول است

x y c(x y)2 2 2    
  يا

x y
c y x

x y

2 2
2

  


  
  :رابطه اخير خواهيم داشتگيري از دو طرف  بنابراين، با ديفرانسيل

(x y)( x dx ydy) (x y )(dx dy)

(x y)

2 2
2

2 2 0    



  

  :در نتيجه معادله خواسته شده عبارت است از
(x xy y )dx (x xy y )dy2 2 2 22 2 0       

ي هـا  جـواب پارامتري از  -2معادله ديفرانسيلي را پيدا كنيد كه خانواده  :مثال: 1-2-15
  :ت است ازآن عبار
)12  (  x xy c e c e21 2   
  آوريم  دست مي چون بايد دو ثابت را حذف كنيم، مشتق دوم را به :حل

)13         (  x xy c e c e21 22     
)14        (   x xy c e c e21 24    

xyبه ) 14(و ) 13(از دو معادله  c1حذف  y c e226   گردد، حذف  منتهي مي
c1  به ) 13(و ) 12(از دو معادلهxy y c e223   دسـت   از اين رو بـه . گردد منجر مي
  . آوريم مي

y y (y y)2      
y y y2 0     

ي ها جوابپارامتري از  -2د كه خانواده معادله ديفرانسيلي را پيدا كني: تمرين 1-2-16
  :آن عبارت است از
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)15  (    x Asin ( t )     
  .ارامتر اختياري هستندپ Aو  α )15(توجه كنيد كه در 

  جواب عمومي، جواب خصوصي، شرايط اوليه  1-2-17
ام را معمـولاً  nي يـك معادلـه ديفرانسـيل مرتبـه     ها جوابپارامتري از  n-يك خانواده 

ناميم و تابعي كه از يك مجموعه معـين از مقـادير    معادله ديفرانسيل مي جواب عمومي
xyبـراي مثـال،   . ناميم معادله ديفرانسيل مي جواب خصوصيآيد را  دست مي به ce2 

yي ها جوابپارامتري از  -1كه خانواده  y2 0    نـاميم و   است را جواب عمومي مـي
cاگر قرار دهيم  1  آنگاه ،xy e2  روشن است . ناميم را يك جواب خصوصي مي

  . دست آورد جواب خصوصي به شمار توان تعداد بي كه از جواب عمومي مي
يعني بايـد هـر   . يل باشدي معادله ديفرانسها جوابجواب عمومي، بايد شامل همه 

ncي هـا  ثابـت جواب خصوصي را بتوان با نسـبت دادن مقـادير مناسـب بـه      ,...,c ,c2 1 
ي آن از خـانواده ها جوابولي، معادلات ديفرانسيلي وجود دارند كه همه . دست آورد به
n معادله ديفرانسيل مرتبه اول  براي مثال. آيند دست نمي به ها جوابپارامتري از  

)16                     (   y xy (y )2    
  .عنوان جواب است پارامتري زير به -1داراي خانواده 

)17  (              y cx c2   
معمولاً، اين جواب را به دليل اينكه يـك ثابـت اختيـاري اسـت جـواب عمـومي       

ي هـا  جـواب  مـه ه معني واقعي، جـواب عمـومي نيسـت، زيـرا شـامل ه     ناميم ولي ب مي
  تابع مثلاً . باشد خصوصي نمي

)18                             (
  

x
y

2
4   

 c، به ازاي مقداري كه به )17(توان اين جواب را از  و نمي. است) 16(نيز يك جواب 
  . دست آورد ، بهدهيم نسبت مي
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پارامتري يا جـواب   n، يعني، آنهايي كه از يك خانواده )18(يي از نوع ها جواب
در اين متن معمولاً هر خـانواده  . ناميم مي ي منفردها جوابد را نآي دست نمي عمومي به

n  ناميم مي جواب عموميرا  ها جوابپارامتري از.  

 -2از مبـدأ توسـط خـانواده     tفرض كنيد موقعيت جسـمي در لحظـه    :مثال 1-2-18
  پارامتري 

)19              (    x t c t c2 1 216    
tرا به قسمي انتخاب كنيـد كـه جسـم در     ها ثابت. داده شده است 0  فـوتي از   10در

  . فوت بر ثانيه حركت كند 20دأ بوده و با سرعت مب

  . آيد دست مي به) 19(گيري از  در اينجا سرعت توسط مشتق :حل
  

)20                         (   t c132    
  

x وند كه وقتـي بايد به قسمي انتخاب ش c1 ،c2ي ها ثابترو اين از  , t10 0    داشـته
20باشيم   .به جاي با جايگذاري اين مقادير , x , t  يـابيم   در مـي  ،)20(و ) 19(در

cكه  ,c1 220 10    بنابراين جواب خصوصي كه در شرايط داده شده اين مسأله صـدق
  :عبارت است از كنند مي

x t t216 20 10    

ncدلخـواه    ثابتدهد تا مقادير  شرط كه به ما امكان مي n :تعريف 1-1-19 ,...,c ,c2 1 
xشرايط در نقطـه  همه  كه تعيين كنيماي  گونه بهپارامتري  nرا در يك خانواده  x0 

يك معادله ديفرانسيل همـراه بـا شـرايط    . شوند ناميده مي شرايط اوليهداده شده باشند، 
  . ناميم مي اوليه مقدارمسأله با اوليه را يك 

. معمولاً تعداد شرايط اوليه بايد با مرتبه معادله ديفرانسـيل برابـر باشـد    :تذكر 1-2-20
  . توان اين شرايط را تعميم داد نيز وجود دارد كه در آنها ميهاي استثنايي  البته، حالت
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   ابتدا جواب عمومي :مثال 1-2-21
 )21  (            yy (y )21    

)yرا پيدا كرده سپس جواب خصوصي را كه در شرط  )2 0 )  نمـادy( )2 0    بـه ايـن
)معناست كه نقطه  , )2  )بايد بر جواب خصوصي واقـع باشـد و يـا در آن صـدق كنـد      0

  . كند تعيين كنيد صدق مي
  

yاگر  :حل 1 را بـر  ) 21(توانيم دو طـرف معادلـه    ، مي(y )21   لـذا  . تقسـيم كنـيم
  . آوريم دست مي به

y
dy dx y

(y )
  


 2 1

1
  

  .آوريم دست مي گيري به بنابراين، با انتگرال
  

)22 (          Ln y x c y
y

1 1 11     


  

بـراي يـافتن جـواب خصوصـي كـه در شـرط       . كه جواب عمومي خواسته شده اسـت 
y( )2 0 كند با قرار دادن  صدق ميx 2 ؛y 0  آوريم  دست مي به) 22(در  

c2 1   ياc 1   
cدر نتيجه جواب خصوصي از قرار دادن  1   آيد دست مي به) 22(در .  

Ln y x , y
y

1 1 1 11     


  

yتابع تعريف شده توسط توجه كنيد كه  1  درسـتي  (است ) 21(جوابي از  نيز
yاز اين رو .) اين مطلب را تحقيق كنيد 1 0   است ) 21(نيز جواب منفردي از معادله

  . آيد دست نمي به) 22(كه از 

  2-1ي بخش ها تمرين 1-2-22

ي معادلـه  هـا  جـواب پـارامتري از   -2نشان دهيد كه تابع سمت راست يك خـانواده  . 1
  . است چپل سمت ديفرانسي
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x                  ) الف( x
y y x x , y c c e

32 1 22 0 3
         

  
x             ) ب( x x xy y y e , y c e c e e21 23 2 12 0 2          
  
x      ) ج( y xy y , x , y c x c e Ln x2 2 21 25 4 0 0          
  

  .پارامتري داده شده جواب آن باشد nمعادله ديفرانسيلي را تعيين كنيد كه خانواده . 2

y   )الف( cx c3   
y   )ب( c ec x1 2  
y   )ج( c cos x c sin x1 23 3   

x   )د( xy c e c e2 21 2    
r   )ه( a ( cos )1    
  

  : معادله ديفرانسيلي را پيدا كنيد كه جواب آن عبارت است از. 3

  . واقع باشد xكه مراكزشان بر محور  هايي به شعاع معين خانواده دايره) الف(
h)هايي به مركز  دايره  خانواده) ب( ,k) و شعاع معين .  
  . خانواده خطوط راستي كه عرض از مبداء آنها تابعي از شيب خطوط باشد) ج(
xخانواده خطوط راستي كه بر دايره ) د( y c2 2 2  مماس باشند .  
yوط راستي كه بر سهمي طخانواده خ) ه( x2 2 مماس باشند .  
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  شيب يك معادله هم 1-3
ي متعددي براي حل معادلات ديفرانسيل مرتبه اول را مطالعه ها روشي بعد ها بخشدر 

ر هندسـي بـه   كوتاه از نقطه نظ ـ ينگاه ،ي حلها روشقبل از مطالعه اين . خواهيم كرد
  . كنيم گونه معادلات مي حل اين 

   معادله مرتبه اول: تعريف 1-3-1

)1 (           dy
f (x , y)

dx
  

عنوان دستگاهي در نظر گرفت كه به هر نقطه  را به) 1(توان معادله  مي. را در نظر بگيريد
(a ,b)  در حوزه تعريف تابعf اي  جهتي با ضريب زاويهf (a ,b) در . دهـد  نسبت مي

در واقع هر جواب . ديفرانسيل صحبت كرد ةتوان در مورد ميدان راستاي معادل نتيجه مي
) 1(بايد نموداري داشته باشد، كه در هر نقطه داراي راستايي است كه معادله ) 1(معادله 

 شـيب  هـم هايي كه  طور اساسي با ترسيم منحني توان به مطلب را مي اين. كند ايجاب مي
مشخص شده است ) 1(هايي در امتداد راستايي كه توسط  د، يعني، منحنينشو ناميده مي
  . انجام داد

  معادله ديفرانسيل :مثال 1-3-2

)2       (   dy
y

dx
  

fها خطوط راست  شيب هم. را در نظر بگيريد (x, y) y c  به ازاي هر مقدار . هستند
cكـه   ها جوابآوريم كه، در هر نقطه بر اين خط، راستاي منحني  دست مي ، خطي را به

  . است cبرابر با  ،شود توسط معادله ديفرانسيل مشخص مي
yبراي نمونه، در هر نقطه بر خط  1  را  1ي  راستايي با ضريب زاويـه ) 2(معادله

ايـم كـه    هـا را رسـم كـرده    شيب تعداد متعددي از اين هم )1(در شكل . كند مشخص مي
اگـر  . راستاي وابسته به هر هم شيب را توسط يك علامت كوچك نشان داده شده است

نحنـي كـه راسـتايش هميشـه در     از هر نقطه در صفحه شروع كرده و در امتـداد يـك م  
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. آيـد  دسـت مـي   راستاي مشخص شده باشد، پيش برويم، آنگاه يك منحنـي جـواب بـه   
  . اند رسم شده )1(هاي جواب در شكل  تعدادي از منحني

  
  )1(شكل 

   هاي جواب معادله از منحني تعداديها  شيب با استفاده از هم :مثال 1-3-3

)3 (           dy
x y

dx
2 2   

  . را رسم كنيد
xهاي  ها دايره در اينجا هم شيب :حل y c2 2  با ،c 0 وقتي . هستندc

1
4  شـعاع ،

1ها  شيب هم
cبه ازاي . است 2 1و بـه ازاي   1ها برابـر   شيب ، شعاع همc  ، شـعاع  4

  . باشد مي 2ها  شيب هم
با مشخص كـردن راسـتاي    .ايم ها را رسم كرده شيب برخي از اين هم )2(در شكل 

  . را رسم كرد) 3(ي ها جوابتوان تعدادي از  ها مي مناسب بر هر يك از اين دايره
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  )2(شكل 

هـا را بـا    شـيب  ديفرانسيل زير تعدادي از هـم  براي هر يك از معادلات :تمرين 1-3-4
   .هاي جواب را رسم كنيد راستاي مناسب مشخص كرده و تعدادي از منحني

dy   )الف
x

dx
  

dy   )ب y

dx x
  

  
را بـدون اثبـات ارائـه     هـا  جوابيك قضيه مهم در مورد وجود و يگانگي  زيردر 

  .دهيم مي

  معادله ديفرانسيل مرتبه اول  :يهقض 1-3-5

)1 (           dy
f (x , y)

dx
  

  
  نمايش ناحيه مستطيل شكل تعريف شده توسط  Tكنيم  فرض مي. گيريم را در نظر مي

  

y y b , x x a0 0     
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x)به مركز  , y )0 fو  fم همچنين فرض كني .باشد 0

y




در  yو  xاي از  توابع پيوسـته  
T اي حول  در اين صورت بازه. دنباشx0   ماننـدx x h0   يـك تـابع   وy(x)   بـا

  :ي زير وجود داردها ويژگي
  

y) الف( y(x)  در بازه ) 1(جوابي از معادلهx x h0  كند صدق مي .  
,y(x)در بازه ) ب( x x h0   در نابرابريy(x) y b0  كند صدق مي .  
xدر بازه  y(x)) پ( x h0    يگانه است، به عبارت ديگـرy(x)    تنهـا تـابعي

  . را داراست) پ(و ) ب(، )الف(ي ها ويژگياست كه همه 
x)، 3-3-1در مثــال  , y )0 ، چــون تــوان نقطــه دلخــواهي در نظــر گرفــت را مــي 0

f (x , y) y  و مشتق جزئي آنf

y
1




بنـابراين  . باشـد  در هر مسـتطيلي پيوسـته مـي    
x)كه از هر نقطه را قضيه وجودي، وجود دقيقاً يك جواب  , y )0 تضـمين   ،گـذرد  مـي  0

  . كند مي
ــال  ــدداً در مث ــابع 4-3-1مج f، ت (x , y) x y2 2    ــي ــي آن، يعن ــتق جزئ و مش

f
y

y
2




شـود كـه از هـر نقطـه دلخـواه       نتيجـه مـي  . هستنددر هر مستطيلي پيوسته ، 
(x ,y )0   . گذرد دقيقاً يك منحني جواب مي ،در صفحه 0
ل ي حل برخي معادلات ديفرانسيل مرتبه اوها روشي بعدي اين فصل ها بخشدر 
  . كرد يمخواههاي آنها را بررسي دو كاربر

  معادلات ديفرانسيل جداشدني 1-4
  شدني  معادله ديفرانسيل جدا 1-4-1

  صورت اگر معادله ديفرانسيل مرتبه اولي را بتوان به
)1 (           f (x)dx g (y)dy 0   
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باشـد،   yتـابعي از  تنهـا   dyو ضـريب   xتابعي از تنها  dxنوشت، كه در آن ضريب 
در اين صورت جواب عمـومي معادلـه عبـارت    . ناميم مي شدني جدامعادله را آن آنگاه 

  : است از
f (x)dx g (y)dy c    

  . تي اختياري استثاب cكه در آن 

xمعادله ديفرانسيل  :مثال 1-4-2 y dx x dy21 1 0    را حل كنيد.   
xكه معادله ديفرانسيل تنها به ازاي نخست توجه كنيد  , y1 1  علاوه بر . معني دارد

xاين اگر  , y1 1     آنگاه با تقسيم دو طرف معادله بـرy x21 1  دسـت   ، بـه
  . آوريم مي

x dy
dx , x , y

yx2
0 1 1 1

11
     


  

  :است و جواب عمومي آن عبارت است از) 1(صورت  اينك اين معادله به

x y c , x , y21 2 1 1 1 1         
  

yهمچنين توجه كنيد كه  1  نيز به ازاي مقاديرx  1بين  در معادلـه ديفرانسـيل    1و
  . كند صدق مي

  

  .مسأله با مقدار اوليه زير را حل كنيد: مثال 1-4-3
x (y )dx ydy2 1 0    

y( )0 2   
yمعادله را به ازاي  :حل 1  صورت زير نوشت توان به مي  

y
dy x dx

y
21 


  

  




