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  پيشگفتار ناشر
يك درس در يك  هاي دانشگاه پيام نور حسب مورد و با توجه به شرايط مختلف كتاب

و  ،، مـتن آزمايشـگاهي، فرادرسـي   كتـاب درسـي  صـورت   بـه  يا چند رشتة دانشـگاهي، 
  . دنشو درسي چاپ مي كمك

نيازهـاي  ي صاحب اثـر اسـت كـه براسـاس     مهاي عل ثمرة كوشش درسيكتاب 
، طراحـي   هـاي مصـوب تهيـه و پـس از داوري علمـي      درسي دانشـجويان و سرفصـل  

پـس از  . رسـد  به چـاپ مـي   ،آموزشي علمي و هاي در گروه آموزشي، و ويرايش علمي
 هايبـا دريافـت نــظر   ها و داوري علمي مجدد و  نظرخواهيبا چاپ ويرايش اول اثر، 

صـاحب اثـر در كتــاب تجديدنــظر     ،متناسب با پيشرفت علوم و فناوري و اصـلاحي
  . شود چاپ ميجديد  زباني و صوري با اعمال ويرايش كتاب ويرايش جديد كند و مي

 كمـك اسـتفاده از آن و  است كه دانشـجويان بـا    راهنمايي) م( متن آزمايشگاهي
  . دهند آزمايشگاهي را انجام مي و كارهاي عملي ،استاد

 ـ بـه منظـور غنـي   ) ك( درسي كمكو ) ف( هاي فرادرسي كتاب ر كـردن منـابع   ت
دانشـگاه   وبگـاه ند و يـا در  شـو  و بر روي لوح فشرده تكثير مـي درسي دانشگاهي تهيه 

  . گيرند قرارمي
  

 محتوا    و تجهيزات آموزشي وليدمديريت ت
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  فصل اول

   مرتبه اولمعادلات ديفرانسيل

اي بين    به بررسي معادله  ... حل بسياري از مسائل در فيزيك، رياضي، شيمي، مهندسي و           
اي را يـك معادلـه        ايـن چنـين معادلـه     . شـود   منجر مي هاي آن    يك تابع مجهول و مشتق    

ي نمـوده و     ديفرانسيل سـاده را معرف ـ      در اين فصل چند نوع معادله     . ناميم  ديفرانسيل مي 
  .هاي آنها را مطالعه خواهيم كرد روش تعيين جواب

  

   آشنايي با معادلات ديفرانسيل1-1

  مثال

 . از يك بلندي بدون سرعت اوليـه رهـا شـود          mكنيم جسمي با جرم       فرض مي  .1-1-1

شوند، نيـروي جاذبـه زمـين و نيـروي            نيروهايي كه بر اين جسم وارد مي      اگر تنها   : مثال
د و نيروي مقاومت هوا در هر لحظه از نيروي جاذبه زمين كمتـر و بـا                 مقاومت هوا باشن  

سرعت جسم متناسب باشد، آنگاه جسم در اثر وزن خود مسير مـستقيمي را بـه سـمت                  
فـرض  . خواهيم مكان جسم متحرك را در هر لحظه مـشخص كنـيم             مي. پيمايد  زمين مي 

t(fS(كنيم    مي  v باشد، در اين حالت      t حركت در لحظه      نقطه شروع   فاصله جسم از   =
  :   ، برابر است باtسرعت جسم در لحظه 

)1                           (             )t(f
dt

ds
v ′==  

  
 است، كه همان    mgشوند يكي به سمت زمين و برابر         از دو نيرويي كه بر جسم وارد مي       

 و ديگـري در سـوي عكـس نيـروي            شتاب ثقل زمين است    gوزن جسم است و در آن       



      معادلات ديفرانسيل2

 يك عدد ثابت مثبت     k است كه همان نيروي مقاومت هواست و در آن           kvاولي و برابر    
  .است

  
  
  
  
  
  

   نشان دهيم، داريمaاگر شتاب جسم را با 

)2 (                                        
2

2

dt

sd

dt

dv
a ==  

  
ارد بر جسم در هر لحظه برابـر حاصـل ضـرب    طبق قانون دوم نيوتن، برآيند نيروهاي و    

  : جرم جسم در شتاب آن است، پس

kvmgma −=  
 : يا

gv
m

k
a =+  

  : داريم) 2(و با توجه به 

)3(                                       gv
m

k

dt

dv =+  

  

t(fv(اي بين تابع مجهول       كه معادله   و مشتق آن     =′
dt

dv حال اگر از اين معادلـه      .  است

v را به دست آوريم از معادله v
dt

ds   .شود ، مكان جسم در هر لحظه مشخص مي =

   توان به صورت مي) 2(و ) 1(را با توجه به معادلات ) 3(از طرف ديگر، معادله 

)4                         (             g
dt

ds

m

k

dt

sd =+
2

2

  

  



 3به اول     معادلات ديفرانسيل مرت  

اي بين     نوشت كه رابطه  
dt

ds   و 
2

2

dt

sd  هاي اول و دوم تابع       يعني مشتق)t(fs  اسـت و    =

معـادلات  . شـود   با بررسي اين معادله نيز مكان جسم متحرك در هر لحظه مشخص مـي             

t(f(ه  و معادل ) 4(و  ) 3(
dt

ds هـاي آن هـستند،      يك شامل يـك تـابع و مـشتق          كه هر  =′

  .هايي از معادلات ديفرانسيل هستند نمونه
  
x(fy( ، تابع    xاي بين متغير مستقل       هر معادله  .1-1-2 هاي    و تعداد متناهي از مشتق     =

yناميم  را تعريف يك معادله ديفرانسيل مي.  
  

  تمرين

   است؟معادله ديفرانسيلكدام يك از معادلات زير يك  .1-1-3

xye                )                       لفا
dx

dy x +=  

  

             )                     ب
dx

dy
x

dx

yd
ny +=

2

2

1  

  

xyeyny                                       )پ += 1  
  

                   )       ت
dx

dy
x

dx

yd
e

dx

yd
y x +=

3

3

4

4

  

  
  . مقايسه كنيد]3-1-1[پاسخ خود را با 

  
 مرتبــه بــالاترين مــشتق موجــود در يــك معادلــه ديفرانــسيل را مرتبــه آن معادلــه  .4- 1- 1

  .نويسيم مي
  
  



      معادلات ديفرانسيل4

  تعريف

   مرتبه معادله ديفرانسيل. 5 -1-1

          :                   مثال
3

3

2

2

dx

yd
y

dx

dy
x

dx

yd =+  

   و مرتبه معادله ديفرانسيل3برابر 
  

                                   
2

2

3

3

6

6

dx

yd
y

dx

yd
.xsin

dx

yd =+  

  . است6برابر 
  

  تمرين

  :  مرتبه معادلات ديفرانسيل زير را تعيين كنيد. 6 -1-1

1                               ) الف
23

2

2

=++ xy)
dx

dy
(

dx

yd  

  

+=�                 )                  ب
dx

dy
e)

dx

yd
sin( x

3

3

  

  

                            )پ
4

4

2

2

3

5

5

2

dx

yd

dx

yd
.

dx

dy
)

dx

yd
( =−  

  

(xysin)                        ت
dx

yd
(y)

dx

yd
(x =+ 2

3

3

2

2

2

  
  

  . مقايسه كنيد]6-1-1[پاسخ خود را با 
  

  مثال

xey اگر.1-1-7    باشد داريم=

                                                ye
dx

dy x ==  
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yكنيم معادله ديفرانسيل      همانطوري كه مشاهده مي   
dx

dy xey به ازاي تابع     =  برقـرار   =

xeyرو    از اين . است  گـوييم   نـاميم و مـي       را يك جواب معادله ديفرانسيل مذكور مي       =

xeyتابع  y در معادله ديفرانسيل =
dx

dy   .كند  صدق مي=

  :  يك عدد ثابت باشد، داريمCحال اگر 
  

x
xx

Ce
dx

de
C

dx

)Ce(d ==  

  

xCeyتابع   ،   Cبنابراين براي هر عدد ثابت       y نيز در    =
dx

dy بـدين  . كنـد    صـدق مـي    =

y يك جواب    xeرتيب هر مضربي از     ت
dx

dy xeyيك از توابع     مثلاً هر .  است =  و  =−6
xey xey و   =5 xey و   =−3 طـوري كـه ملاحظـه        بـه . يك جواب معادلـه اسـت      =

  .شماري جواب است ه داراي تعداد بيشود، اين معادل مي
  

  تعريف

 ام، تـابعي اسـت كـه بـر روي           n مرتبه   جواب يك معادله ديفرانسيل    منظور از     .1-1-8

  .پذير بوده و در معادله صدق كند  بار مشتقn تعريف شده، لااقل Iفاصله باز 
  .ناميم  معادله ميجواب عموميهاي يك معادله ديفرانسيل را  مجموعه تمام جواب

  .هدف از حل يك معادله ديفرانسيل، يافتن جواب عمومي آن است
  

  مثال

  معادله ديفرانسيل، مرتبه دوم .1-1-9

                                           46
2

2

+= x
dx

yd  

  

  آوريم دست مي هگيري ب كنيم، با انتگرال را حل مي
  

1
46 Cdx)x(

dx

dy ++∫=  



      معادلات ديفرانسيل6

  يا

1

2
43 Cxx

dx

dy ++=  

  
كه در آن    

1
C    گيري مجدد، جواب عمـومي معادلـه         با انتگرال .  عدد ثابت دلخواهي است

صورت                          به
21

23
2 CxCxxy +++=  

آيد كه در اينجا  دست مي هب
2

Cعدد ثابت دلخواه ديگري است .  
  

  مثال

  له ديفرانسيل، مرتبه چهارم معاد.1-1-10
  

                                           x)( ey 24
16

−=  
گيـري متـوالي      بار انتگـرال    توان با چهار    جواب عمومي اين معادله را مي     . كنيم  را حل مي  

  .دست آورد هب
  : داريم

1

23
8 Cey x)( +−= −  

  

21

2
4 CxCey x ++=′′ −  

  

32

2

1

2

2

1
2 CxCxCey x +++−=′ −  

  و

43

2

2

3

1

2

2

1

6

1
CxCxCxCey x ++++= −  

  
كه در آن 

1
C  ،

2
C  ،

3
C  ،

4
Cاگر در عبارت آخر قرار دهيم. هاي دلخواه هستند  ثابت :  

11
6

1
kC =  

  

22
2

1
kC =  
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33
kC =  

  

44
kC =  

  صورت  جواب عمومي معادله به

43

2

2

3

1

2 kxkxkxkey x ++++= −  
  

البته روشن اسـت كـه   . تر است  ظاهر كمي ساده    صورت به  اين. آيد  در مي 
1

k  ،
2

k  ،
3

k  ،

4
kنيز اعدادي ثابت و دلخواه هستند .  
  
 ـ   nاگر بتوان جواب عمومي يك معادله ديفرانـسيل مرتبـه            .11- 1- 1 دسـت   ه ام را ب

توجه كنيد كه اين اصل در دو       .  ثابت دلخواه است   nآورد، اين جواب معمولاً شامل      
اي كـه جـواب       در واقع، يـافتن فرمـول سـاده       .  برقرار است  10- 1- 1 و   9- 1- 1مثال  

ومي را توصيف كند، تنها بـراي تعـداد معـدودي از انـواع معـادلات ديفرانـسيل                  عم
چند نوع خاص از اين نوع معـادلات ديفرانـسيل مرتبـه اول را در               . پذير است   امكان

  .هاي بعدي اين فصل مورد بحث قرار خواهيم داد قسمت
  
رانـسيل را    در بسياري از مسائل، لازم است كه جواب خاصي از يك معادله ديف             .12- 1- 1

  .نامند  ميشرايط اوليهگونه شرايط را  اين. پيدا كنيم كه در شرط يا شرايط معيني صدق كند
  : به مثال زير توجه كنيد

  

  مثال

جسمي را با سرعت اوليه       .1-1-13
�

v           از سطح زمين به طور قائم به سمت بالا پرتاب 

خواهيم ارتفاع جسم يعني فاصـله آن از          ود، مي نظر ش  اگر از مقاومت هوا صرف    . كنيم  مي
  . در هر لحظه مشخص كنيمرود را تا زماني كه جسم بالا ميسطح زمين 

اگر جـسم فقـط تحـت اثـر نيـروي           .  باشد t(x(كنيم ارتفاع جسم برابر       فرض مي :  حل
t(x(جاذبه زمين باشد داراي شتابي برابر    .مت زمين است به س′′
  : بنابراين طبق قانون دوم نيوتن، داريم

)1                                      (g)t(x −=′′  



      معادلات ديفرانسيل8

  . شتاب ثقل زمين استgكه 
  : ، جسم در سطح زمين قرار دارد، پس داريم t=�چون در لحظه شروع حركت يعني 

)2                      (                    �� =)(x  
چون جسم با سرعت اوليـه      . است) 1(يك شرط اوليه براي معادله ديفرانسيل       ) 2(رابطه  

�

vصورت  پرتاب شده است، پس شرط اوليه ديگري نيز به  
)3                                       (

�
� v)(x =′  

لحظـه، تـا      ارتفاع جـسم در هـر     ) 3(و  ) 2(و  ) 1(دهيم كه به كمك روابط        نشان مي . داريم
براي اين منظور جوابي از معادله ديفرانسيل       . شود  رود، مشخص مي    زماني كه جسم بالا مي    

��آوريم كه در شرايط اوليه        دست مي  هرا طوري ب  ) 1( =)(x   و 
�

� v)(x . ق كنـد   صـد  ′=
  .آوريم گيري كنيم، روابط زير را بدست مي بار انتگرال دو) 1(اگر از طرفين رابطه 

  

1
Cgt)t(x +−=′  

  

                              
21

2

2

1
CtCgt)t(x ++−=  

  

  ، به معادلات)3(و ) 2(نتيجه شرايط  در

                             
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

+×−=

+×+×−=

1

21
2

1

Cgv

CCg

�

���

�

  

  

  : آوريم گردد كه از حل اين دستگاه بدست مي منجر مي
                                        �=

2
C ، 

�
vC =

1
  

  

   ازtبنابراين تا وقتي كه جسم در حال صعود است، ارتفاع آن در لحظه 

                                    tvgt)t(x
�

+−= 2

2

1  

  .آيد دست مي  هب
  

  تعريف

   ام n  معادله ديفرانسيل مرتبه .14- 1- 1
  

                        [ ])n()n( y,...,y,y,y,xFy 1−′′′=  
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  با شرايط اوليه

��
k)x(y =  

1
k)x(y =′ �  

2
k)x(y =′′

�
  
  

1

1

−
− = n

)n( k)x(y
�

  
  

  .ناميم  ميمسأله با مقادير اوليهباشند يك  عيني ميها اعداد م kiرا كه در آن 
ايـن  .  شـرط اوليـه وجـود دارد       n،    ام n توجه كنيد كه براي معادله ديفرانسيل مرتبه        

 مشتق اول آن را در نقطه        n−1شرايط مقادير تابع مجهول و      
�

x تـوان   مـي . كنند  معين مي
، يك مسأله با مقادير اوليه، داراي يـك جـواب            Fهايي بر     با وضع محدوديت  نشان داد كه    

  .ناميم  معادله ميجواب خصوصي، اين جواب را يك )فرد است به  منحصر(يگانه 
هـاي معـادلات      دسـت آوردن همـه جـواب       ههاي اين متن ب     در اغلب مسائل و مثال      

  .باشد  كاملاً ممكن ميديفرانسيل مورد نظر
  

  تمرين

  هاي عمومي هريك از معادلات ديفرانسيل زير را بيابيد جواب .15 - 1- 1
  

xey)                                        الف x −=′′ 3  
  

xsecy)                                           ب 2=′′  
  

xsiny)                                      پ )(
232

4 =  
  

  yx′=1)                                                  ت
  

  . مقايسه كنيد]15 -1- 1[پاسخ خود را با 
  تمرين

 جواب خصوصي هريك از معادلات ديفرانسيل زير را كه در شرايط اوليه داده              .16 - 1- 1
  .دست آوريد هكند ب شده صدق مي

34                           )الف =)(y ، 34 −=′ xy  
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y)(=1                     ) ب � ، xcosxsiny 2=′  
  

e(y ، xny(=�                               ) پ 1=′  
  

  . مقايسه كنيد]16-1- 1[پاسخ خود را با 
  
،  x=1 از نقطـه     t=�در لحظـه    هـا    xفرض كنيد جسم متحركي روي محور        .17- 1- 1

مكان جـسم متحـرك را در       .  باشد tsin2 برابر   tشروع به حركت و سرعت آن در لحظه         
  . معلوم كنيدtلحظه 

  . مقايسه كنيد]17-1- 1[پاسخ خود را با 
  

  تمرين

′+=� معادله ديفرانسيل .18- 1- 1 y
x

y
  . را در نظر بگيريد1

، تابع    Cنشان دهيد كه براي هر عدد ثابت        ) الف
x

C
y =   ، �≠x     در اين معادله صدق 

  .كند مي
) 1 و   -1(از نقطه   هاي اين معادله را طوري تعيين كنيد كه نمودار آن             يكي از جواب  ) ب

  .بگذرد
  . مقايسه كنيد]18-1- 1[پاسخ خود را با 

  
  تمرين

xey تحقيق كنيد كه هريك از توابع        .19- 1- 1 −=   ، xey اي جـوابي      ، بر هر فاصله    =3

′′−′−=�از معادله ديفرانسيل     yyy ن دهيد كه به ازاي هر انتخابي       سپس نشا .  است 32

هاي  از ثابت
1

C  ،
2

C  تابع ،xx eCeC 3

21
  . جوابي از معادله ديفرانسيل است−+

  . مقايسه كنيد]19-1- 1[ پاسخ خود را با
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 تابع مجهول   اي است شامل يك     ، معادله يك معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي      .20- 1- 1

  .با بيش از يك متغير مستقل همراه با مشتقات جزئي آن باشد
t,z,y,x(fW(عنوان مثال، اگر      به  تابعي از زمان و سه مختص قائم يـك نقطـه            =

  : يك از معادلات زير، يك معادله ديفرانسيل جزئي مرتبه دوم است در فضا باشد، آنگاه هر
  

                              �=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

2

2

2

2

2

2

z

w

y

w

x

w  

  

                     
t

w
)

z

w

y

w

x

w
(

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂∂

2

2

2

2

2

2

2  

  

                    
2

2

2

2

2

2

2

2

2

t

w
)

z

w

y

w

x

w
(

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂∂  

  

 ، معادله حرارت و معادله موج ناميده " La Place "پلاس  معادلات بالا به ترتيب معادله لا
هاي الكتريكـي،      مربوط به ميدان   معادلات ديفرانسيل جزئي را معمولاً در مسائل      . شوند  مي

  .توان ديد ديناميك سيالات و حركت موجي مي
هاي حـل معـادلات ديفرانـسيل         هاي حل معادلات ديفرانسيل جزئي با روش        روش  

در اين درس ما توجه خـود را        . تر است   معمولي بسيار متفاوت بوده و تقريباً از آن مشكل        
  .وف خواهيم كردمنحصراً به معادلات ديفرانسيل معمولي معط

  

  پذير  معادلات ديفرانسيل جدايي2- 1

تـوان   كنـيم كـه مـي    در اين بخش روش حل معادلات ديفرانسيلي را بررسي مـي         . 1- 2- 1
  . مثال زير توجه كنيد به. هاي آنها را از يكديگر جدا كرد متغير

  
  مثال

يتـر   گـرم در ل      ليتر آب نمك بـا غلظـت دو        3000كنيم مخزني محتوي       فرض مي  .2- 2- 1
 ليتر آب نمك با غلظت يك گـرم در ليتـر وارد محـزن               25دانيم كه در هر دقيقه        مي. باشد
. شـود    ليتر از آب مخزن تبخير مـي       30زمان با آن بر اثر حرارت در هر دقيقه           شود و هم    مي
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خواهيم غلظت  هم زدن، غلظت محلول را همگن نگهداريم، مي  هبتوانيم با ببا فرض اينكه 
  .كه رو به افزايش است، در هر لحظه پيدا كنيماين محلول را 

  .آيد  پيش مييادست آوردن نمك از آب دره معمولاً اين مسأله به هنگام ب
بنـا  .  باشد t نمايش غلظت محلول در لحظه       xكنيم     فرض مي  براي حل اين مسأله     

 ليتـر   30شـود و در همـين زمـان           نمك وارد مخزن مي     ليتر آب  25به فرض در هر دقيقه      
  نمـك موجـود در مخـزن         دقيقـه مقـدار آب     tبراين پـس از       بنا. شود   از آن خارج مي    آب

t) 25-30 (3000   است )    600دهـد كـه در لحظـه          اين نـشان مـي = t      آب مخـزن تمـام 
 مقـدار   yبدين ترتيب اگر    . )شود  ، دستگاه در اين لحظه متوقف مي       فرض  شود و بنابر    مي

  : يم باشد، دارtنمك موجود در محلول در لحظه 
 )1(                                    )t(xy 53000−=  

نمك با غلظـت يـك گـرم در ليتـر وارد مخـزن                 ليتر آب  25از طرف ديگر در هر دقيقه       
اين در فاصله     بنابر. شود   گرم نمك وارد محلول مي     25بدين ترتيب در هر دقيقه      . شود  مي

ttشـود، يعنـي در دقيقـه           گرم نمك به محلول افزوده مـي       tΔ25  مقدار tΔزماني   Δ+ 
سـو   چـون در هـر لحظـه از يـك      .  است tΔ25+yمقدار نمك موجود در محلول برابر       

شـود، در     محلول كاسته مي  شود و از سوي ديگر از حجم          مقداري نمك وارد محلول مي    
  .شود هر لحظه به غلظت محلول افزوده مي

ttاكنون اگر غلظت محلول را در لحظه    Δ+ برابر xx Δ+بگيريم، داريم  :  

[ ])tt()xx(ty Δ+−Δ+=Δ+ 5300025  
  

  آوريم دست مي  هب) 1(با در نظر گرفتن رابطه 

tx)t(xt)t(x Δ−−=Δ+− 5530002553000  
  

tx)t(x ΔΔ−−Δ+ 553000  
  

  صورت  كه اين رابطه به

)2                                    (
t

xx

t

x

−
Δ++=

Δ
Δ

600

5  

  



 13به اول     معادلات ديفرانسيل مرت  

 بـه   tΔنيز كوچكتر خواهد شد، وقتـي        xΔ ، كوچكتر باشد  tΔچه    چون هر . آيد  در مي 
  : و از معادله آخر، معادله  نيز به صفر ميل خواهد كردxΔكند،  صفر ميل مي

  

)3                                          (
t

x

dt

dx

−
+=

600

5  

 xهـاي     اين معادله يك معادله ديفرانسيل مرتبه اول است كه در آن متغير           . آيد  دست مي  هب
به حل معادله     شود، حل اين مسئله منجر      طوري كه مشاهده مي     همان.  جدايي ناپذيرند  tو  

  : توانيم به صورت را مي) 3(معادله . شود مي) 3(ديفرانسيل 
  

)4                                        (
t

dt

x

dx

−
=

+ 6005

  

  : آوريم دست مي هب) 4(گيري از دو طرف  با انتگرال. بنويسيم
  

                         Cntnxn 1600151 +−−=+  
  
C    600منفي است، بـراي       چون غلظت محلول هميشه نا    .  يك ثابت دلخواه است≤≤ t� 

  : داريم

                                            
t

C
x

−
=+
600

5  

  

، پس  بوده است2 برابر t=�چون غلظت محلول در لحظه 
t

C

−
=+
600

   و از آنجا52

42006007 =×=Cبنابراين ، :  
  

                          600≤≤ t�  
t

t

t
x

−
+=−

−
=

600

51200
5

600

4200  
  

  . در مخزن تنها نمك وجود داردt=600توجه كنيد در لحظه 
  

  تعريف

x(q(. تبه اول  مر ، معادله ديفرانسيل  .3- 2- 1
dx

dy
)y(p  دو تـابع    q و   p، را كـه در آن       =

هــاي  حقيقــي و بــه ترتيــب در فاصــله
1

I  ،
2

Iانــد، يــك معادلــه ديفرانــسيل   پيوســته
  .ناميم  ميپذير جدايي
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  : صورت توان به پذير فوق را مي توجه كنيد كه معادله ديفرانسيل جدايي

                                     dx)x(qdy)y(p =  
  .نيز نشان داد

  مثال

  .پذيرند  هريك از معادلات ديفرانسيل زير جدايي.1-2-4

                          2
4

−−= )x(
dx

dy
y     23      و

5x
dx

dy
y =−  

  

         xn
dx

dy
)yne( y

11 xsin  و         −+=
dx

dy
)ey( y =+ 5

3  

  
  تمرين

  پذيرند؟  كدام يك از معادلات ديفرانسيل زير جدايي. 5 -1-2

)                                          الف
2

2

1

1

x

y
y

+
+=′  

  

2             )                       ب

1

2
1 )y(e

dx

dy x −=  

  

y(y(xsin          )            پ
dx

dy
)x(cos 1

22 −=  

  

232)                                  ت
43 xyyxy −=′  

  

  . مقايسه كنيد]5 -2- 1[با پاسخ خود را 
  

x(q( جوابي از معادله     I در فاصله    f اگر تابع    . 1-2-6
dx

dy
)y(p  باشد، آنگاه بـه ازاي      =

  :  داريمI در xهر 

                                 [ ] )x(q
dx

)x(fd
)x(fp =  
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dx)x(f)x(fdدانيم  مي   ، پس=′

                         [ ] dx)x(qdx)x(f)x(fp =′  
  : گيري داريم با انتگرال

[ ] Cdx)x(qdx)x(f)x(fp +∫=′∫  
  يا

Cdx)x(qdy)y(p +∫=∫  
  

y(p)y(P( توابعي باشند به طوري كه Q و Pاگر  x(q)x(Q( و ′=  بايد در fآنگاه  ′=
  معادله

)1                                   (C)x(Q)y(P +=  
  :  بايد داشته باشيمI از xيعني به ازاي هر .  عددي ثابت است، صدق كندCكه در آن 

                                  [ ] C)x(Q)x(fP +=  
گيري ضـمني     صدق كند، با مشتق   ) 1(پذيري باشد كه در معادله        مشتقبرعكس، اگر تابع    

  كنيم كه مشاهده مي) 1(از 

)x(Q
dx

dy
)y(P ′=′  

  يا

)x(q
dx

dy
)y(P =  

  

x(q( درنتيجه يك تابع، جوابي از معادله ديفرانسيل      
dx

dy
)y(p  است اگر و تنها اگر در       =

C)x(Q)y(Pاي به شكل  معادله   . عددي ثابت است، صدق كندC كه در آن =+
 از  xحـسب      بـر  yدست آوردن فرمول صحيحي بـراي        هتوجه كنيد، ممكن است ب      
طـور ضـمني      هاي معادلـه ديفرانـسيل بـه        در اين صورت جواب   . ميسر نباشد ) 1(معادله  

  .نيمك پذير را بررسي مي  جداييحال چند مثال از معادلات ديفرانسيل. شود تعيين مي
  

22 معادله   .1-2-7
3 yx

dx

dy هـا فـرض      بـراي جـدا كـردن متغيـر       . ميگير   را در نظر مي    =

  .كنيم  تقسيم مي2y، دو طرف معادله را بر y≠�كنيم  مي
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22
3x

dx

dy
y =−  

  يا

dxxdyy 22
3=−  

  
  آوريم ت ميدس هگيري ب با انتگرال

Cdxxdyy +∫=∫ − 22
3  

  يا

Cx
y

+=− 31  

  براين توابع بنا

                                            
Cx

y
+

−=
3

1  

  
تـا   y≠� هـا، فـرض كـرديم       چون هنگام جدا كردن متغير    . باشند  هاي معادله مي    جواب

طور مستقل بررسي      را به  y=� حال تابع    تقسيم كنيم،  2yادله را بر    بتوانيم دو طرف مع   
 نيز يك جواب    y=�كند، پس      در معادله صدق مي    y=� كنيم كه    ملاحظه مي  كنيم،  مي

  .معادله است
  

  مثال

   معادله ديفرانسيل .1-2-8

                                �=−+ dyydx)y(x 12  
y)(=−2 با شرط اوليه   .گيريم را در نظر مي �

  : داريمها  با جدا كردن متغير

                    1−≠y    ،    dy
y

y
dxx

1

2

+
=  

  
  : آوريم دست مي هگيري ب با انتگرال

                              Cdy
y

y
dxx +

+
∫=∫

1

2  
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                        Cdy)
y

( +
+

−∫=
1

1
1  

  پس توابع

                                Cynyx ++−= 11
2  

 نيـز يـك جـواب ايـن         y=−1البته توجه كنيد كـه تـابع        . باشند  هاي معادله مي    جواب
  .عادله استم

y)(=−2براي تعيين جوابي از معادله كه در شرط      :  صدق كند، بايد داشته باشيم�

                                [ ] Cn ++−−−= 1212�  

                                                     2=C  
  صورت تابع ضمني بنابراين جواب مسأله به

                                 [ ] 211
2 ++−= ynyx  

  

  . جواب مسأله با مقدار اوليه نيستy=−1روشن است كه تابع . است
  

  تمرين

  .دست آوريد ه جواب عمومي معادلات ديفرانسيل زير را ب.1-2-9

               )الف
x

y

dx

dy 2=     ،     �〉y   ،   �〉x  
  

  y(cos(y′=1               )                            ب
  

                                         )    پ
2

2

1

1

x

y
y

+
+=′  

  

+=�        )   ت dyycosxcosdxysinxsin  
  

+=�                         )      ث dyedxxy x23  
  

++=�                       )ج − dye)y(dxxy x
1

3  
  . مقايسه كنيد]9-2-1[ با پاسخ خود را
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يك از معادلات ديفرانسيل زير را كه در شرط اوليه داده             جواب خصوصي هر   .1-2-10

  .كنند، تعيين كنيد شده صدق مي
  : تمرين

y)(=−1           )الف �       ،   
)y(

xx

dx

dy

12

243
2

−
++=  

  

y)(=2)              ب �         ،     
yey

xcos

dx

dy

+
=

2
3

  

  

32)              پ =)(y      ،        2
1 yyyx +=′  

  

��)              ت =)(y          ،      
2xyexy −=′  

  
  . مقايسه كنيد]10-2-1[ پاسخ خود را با

  
پذير نيـستند، پـس از        ها جدايي    بعضي از معادلات ديفرانسيل كه در آنها متغير        .1-2-11

اين دسته شامل معادلاتي است     . شوند  پذير مي   يك تغيير متغير، تبديل به معادلاتي جدايي      
  : صورت د بهتوانن كه مي

                                             )
x

y
(F

dx

dy =  

  .نوشته شوند
  مانند معادله ديفرانسيل

                                 233 yx
dx

dy
)yx( =+  

  
  صورت توان آن را به كه مي

                                      
)yx(

yx

dx

dy
33

2

+
=  
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  ، معادله 3xسرانجام از تقسيم صورت و مخرج سمت راست رابطه بالا بر . نوشت

                                         
3

2

1 )
x

y
(

)
x

y
(

dx

dy

+
=  

  .آيد دست مي هب
  
  : صورت اي به  معادله.1-2-12

)1                                         ()
x

y
(F

dx

dy =  

  
  ،V توان با انتخاب متغير مستقل جديد را مي

                                             ،     
x

y
V =  

  
  پذير ساخت، زيرا در اين صورت داريم اي جدايي تبديل به معادله

                    v
dx

dv
x

dx

dy +=     ،     vxy =  

  
  صورت به) 1(و معادله 

)v(Fv
dx

dv
x =+  

  يا

v)v(F
dx

dv
x −=  

  
−≠�و با فرض  v)v(Fبه شكل   

                                        
x

dx

v)v(F

dv =
−

  

  

  .پذير است اي جدايي آيد كه معادله در مي
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  مثال

  ديفرانسيل معادله  .1-2-13

                     �=−+− dyxydx)yxyx( 22  
  .گيريم را در نظر مي
  صورت كنيم كه معادله فوق را به ابتدا سعي مي

                                            )
x

y
(F

dx

dy =  

  بنويسيم

                                  
xy

yxyx

dx

dy 22 +−=  

  

                                       
x

y

y

x

dx

dy +−= 1  

  

با انتخاب تغيير متغير 
x

y
v xvy يا =    و اينكه=

  

                                       v
dx

dv
x

dx

dy +=  
  

  آوريم دست مي هو قرار دادن آنها در معادله ب

v
v

v
dx

dv
x +−=+ 1

1  

  يا

v

v

vdx

dv
x

−=−= 1
1

1  

−≠�با فرض  v1 و �≠vپذير صورت جدايي ، معادله به  

                                       
x

dx
dv

v

v =
−1

  

  گيري داريم با انتگرال. آيد مي در

x

dx
C

v

dvv
∫=+

−
∫
1

  

  



 21به اول     معادلات ديفرانسيل مرت  

dv)
v

(C
x

dx

1

1
1

−
+∫−=∫  

  يا

111 −−−= vnvCxn  
  يا

vC)v(xn −=−11  
  پس

vce)v(x −=−1  
  يا

vce)v(x −±=−1  
  نتيجه در

cv ee)v(x ±=−1  
  

   خواهد بودk نيز مقداري ثابتي مانند ±ce عددي ثابت است، پس Cچون 
  پس

ke)v(x v =−1  

با قرار دادن 
x

yجاي   بهvآوريم  در رابطه بالا بدست مي  

ke)
x

y
(x x

y

=−1  

  يا

)1                      (             ke)xy( x

y

=−  
  

−≠� و   v≠�كـه   چون قبلاً فرض كرده بوديم      . كه جواب معادله ديفرانسيل است     v1 
−=� و v=�اكنون توابع  v1كنيم  را بررسي مي.  

=� آنگاه   v=�اگر    
x

y     كه معـادل �=y  طـوري كـه ملاحظـه        ولـي بـه   .  اسـت
توانـد جـواب معادلـه        كند، پس نمي     در معادله ديفرانسيل صدق نمي     y=�نيم تابع   ك  مي

−=�براي . ديفرانسيل باشد v1داريم  :  

                       dxdy,xy
x

y
v ==⇒=⇒= 11  




