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 .، که یک واجب دینی استملی ي آموزي، نه تنها یک وظیفه خوانی و علم امروزه کتاب

  مقام معظم رهبري

هاي ارزیابی رشد، توسعه و پیشرفت فرهنگی هر  هدر عصر حاضر یکی از شاخص
خوانی مردم آن مرز و بوم است. ایران  کشوري میزان تولید کتاب، مطالعه و کتاب

با داشتن تمدنی چندهزارساله و مراکز متعدد علمی،  تاکنوناسلامی نیز از دیرباز 
هاي معتبر، علما و دانشمندان بزرگ با آثار ارزشمند تاریخی، سرآمد  فرهنگی، کتابخانه

سان خورشیدي  هي فرهنگ و تمدن جهانی ب هاي دیگر بوده و در عرصه ها و ملت دولت
چه کسی  .کند خویش هنرنمایی مینهاد  درخشد و با فرزندان نیک تابناك همچنان می

آور ایرانی همچون ابوعلی سینا، ابوریحان  فرزانه و نامکه در دنیا با دانشمندان است 
 ،اي نظیر فردوسی، سعدي همچنین شاعران برجستهبیرونی، فارابی، خوارزمی و ... 

امی مولوي، حافظ و ... آشنا نباشد و در مقابل عظمت آنها سر تعظیم فرود نیاورد. تم
این افتخارات ارزشمند، برگرفته از میزان عشق و علاقه فراوان ملت ما به فراگیري علم 

 ،ي الهی هاي گوناگون است. به شکرانه و مطالعه منابع و کتاب نو دانش از طریق خواند
ولی اکنون در این زمینه در چه  .و پربار است درخشانتاریخ و گذشته ما، همیشه 

هاي فرهنگی در  شده از سوي مجامع و سازمان آمار و ارقام ارائهجایگاهی قرار داریم؟ 
باشد و رهبر معظم  ي هر ایرانی، برایمان چندان امیدوارکننده نمی ي مطالعه مورد سرانه

 اند. انقلاب اسلامی نیز از این وضعیت بارها اظهار گله و ناخشنودي نموده
فت است و کتاب خوب، یکی ي دانش و معر اي به سوي گستره کتاب، دروازه

ي دستاوردهاي بشر در سراسر عمر جهان،  هاز بهترین ابزارهاي کمال بشري است. هم
ها پدید  هایی است که انسان نوشته در میان دستتا آنجا که قابل کتابت بوده است، 

هاي پیامبران به بشر، و  تعالیم الهی، درس ،نظیر ي بی آورند. در این مجموعه آورده و می
پذیر نیست.  همچنین علوم مختلفی است که سعادت بشر بدون آگاهی از آنها امکان

ترین دستاورد  از مهمشک  بخش کتاب ارتباط ندارد بی و زندگی زیباکسی که با دنیاي 
روشنی  ، بهانسانی و نیز از بیشترین معارف الهی و بشري محروم است. با این دیدگاه

توان ارزش و مفهوم رمزي عمیق در این حقیقت تاریخی را دریافت که اولین  می
و در اولین  »بخوان!« خطاب خداوند متعال به پیامبر گرامی اسلام(ص) این است که 

 سه



به تجلیل یاد  »قلم«الشأن خداوند، فرود آمده، نام  ي عظیم اي که بر آن فرستاده سوره
Ǩَ є̑أ وَ إْ͘ « است: شده ْ͟ ɕَ اҏْ رَ َ ҙ َɨѓˬ َ͇ ˬǨَ  ْͫǇِ̑ɨَمُ. اǛѓَͫی  در اهمیت عنصر کتاب براي تکامل  »َ̇

ي انسانی، همین بس که تمامی ادیان آسمانی و رجال بزرگ تاریخ بشري، از  جامعه
 اند. طریق کتاب جاودانه مانده

شمول خود با هدف آموزش براي  جغرافیایی ایران ي نور با گستره پیام  دانشگاه
محور در نظام آموزش عالی  عنوان دانشگاهی کتاب به ،وقت جا و همه همه، همه

و خردورزي بخش عظیمی از جوانان سازي  کشورمان، افتخار دارد جایگاه اندیشه
جویاي علم این مرز و بوم باشد. تلاش فراوانی در ایام طولانی فعالیت این دانشگاه 

ظران برجسته ن هاي گرانقدر استادان و صاحب ربهگیري از تج انجام پذیرفته تا با بهره
شاخص و خودآموز تولید شود. در آینده درسی ها و منابع آموزشی  کشورمان، کتاب

این مهم با هدف ارتقاي سطح علمی، روزآمدي و توجه بیشتر به نیازهاي مخاطبان  هم،
طور قطع استفاده از نظرات استادان،  نور با جدیت ادامه خواهد داشت. به دانشگاه پیام

رسان  ي مهم و خطیر یاري ما را در انجام این وظیفه ،نظران و دانشجویان محترم صاحب
هاي خود ما را در دمی عزیزانی که با نقد، تصحیح و پیشنهاخواهد بود. پیشاپیش از تما

م. لازم است از تمامی ینمای رسانند، سپاسگزاري می ي خطیر یاري می انجام این وظیفه
و ما را در سازي خود دانسته  نور را منزلگه اندیشه اندیشمندانی که تاکنون دانشگاه پیام

اند، صمیمانه قدردانی گردد. موفقیت  هتولید کتاب و محتواي آموزشی درسی یاري نمود
 ست.ا پژوهان عزیز آرزوي همیشگی ما و بهروزي تمامی دانشجویان و دانش
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 چهار
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مؤلف پیشگفتار
تو همه جانم و دل اي دلی و جانی تو همه توانـم و تـن زنـدگـی اي
تو همه آنم از تو در شدم نیست من من همه آنی از شدي من هستی تو

”مولانا“
می توان اما است سال صد حدود قدمت با و تابعی آنالیز از شاخه اي عملگرها نظریۀ
مختلفی جهات در که نظریۀ این است. رسیده خود بلوغ به اخیر دهه هاي طی که گفت
اساسی مسائلی حل به منجر که داده ارائه قدرتمندي و جدید روش هاي است، یافته توسعه
عملگرها نظریۀ در رفته کار به جبري روش هاي می نمودند. حل غیرقابل قبلاً که است شده
به می توان نمونه، عنوان به می شوند. ظاهر ریاضی مباحث از وسیعی پهنه در و متنوع
نظریۀ جبري، توپولوژي ها، ماتریس حساب دستگاه، نظریۀ جزئی، دیفرانسیل معادلات
نظریۀ مطالعه در نوین، فیزیک در نمود. اشاره هارمونیک و مختلط آنالیز و شاخص
کسب فضا-زمان، منحنی هاي روي کوانتوم میدان هاي دربارة بحث لازمه کوانتوم، میدان
نظریۀ توصیف در عملگرها نظریۀ است. شرودینگر عملگرهاي طیفی نظریۀ دربارة دانش
و وابسته اند بدان مایکروسافت و گوگل استفاده مورد الگوریتم هاي که کروي، بسته هاي
زیبایی و مهم بسیار نقش است، آن به وابسته گوگل که تشابه، جستجوي در همچنین
گراسمنی قاب هاي مطالعه عملگرهاست، نظریۀ به وابسته که قاب ها، نظریۀ در دارند.
که عملگري، جبرهاي دارند. کاربرد چندگانه توصیفی کدگذاري و بی سیم مکالمات در
کاربردهاي گرفت، نظر در عملگر یک طیفی نظریۀ از تعمیمی عنوان به را آن ها می توان
همچنین، دارند. کوانتوم آماري مکانیک و دیفرانسیل هندسه نمایش، نظریۀ در مستقیمی
موج، انتشار کامپیوتر، علوم در کاربرد دیگر، علوم در عملگرها نظریۀ کاربرد با ارتباط در

ذکرند. قابل نیز شناسی زیست و شیمی الکترومغناطیس،
نور، پیام در عملگرها نظریۀ درس تدریس ساله ي چندین تجربه توصیف، این با
با متناسب و برنامه ریزي عالی شوراي فصل سر با متناسب کتابی تا داشت آن بر را مؤلفین
موضوعات آورند. فراهم دکتري و ارشد کارشناسی مقطع دو هر در نور پیام دانشجویان
بسط و شرح با جدي و عمیق مفاهیم و عملگرهاست نظریۀ اصلی مباحث شامل کتاب
فصل هر در است. شده تألیف فصل هفت در کتاب این اند. گرفته قرار بحث مورد کافی
شده ارائه فصل هر آخر در هایی تمرین همچنین و متنوع مثال هاي آن، مطالب با متناسب
می کند. شایانی کمک قضایا بکاربستن در دانشجو مهارت به تمرین ها این حل که است
که معنی بدین باشد. ”خودآموز“ نوعی کتاب که است آمده عمل به کافی اهتمام کل در

کند. مطالعه را آن استاد، استعانت بدون بتواند دانشجو
نه



وظیفه مؤلفین لذا است، اهمیت حائز بسیار ریاضی کتاب هر ویراستاري بی تردید
و تشکر کتاب ویراستاري براي عبادیان علی دکتر آقاي زحمات از که می دانند خود
است. بوده مؤثر بسیار کتاب شدن بهتر در ایشان رهنمودهاي شک بدون نمایند. قدردانی
محترم کارشناس راستگو آقاي و الهی فرج دکتر آقاي جناب تدوین محترم مدیریت از
همچنین می نماییم. تشکر اداري مراحل راستاي در مستمرشان پیگیري هاي براي تدوین
کشیدند، کتاب تایپ براي که زحماتی بابت قربانزاد حسن آقاي و مرادي مهشید خانم از

سپاسگزاریم.
نقطه دریافت از مؤلفین رو این از نیست، نقص از خالی حاضر کتاب است بدیهی
پست طریق از محترم، دانشجویان و گرامی اساتید ویژه به محترم، خوانندگان نظرهاي

می نمایند. استقبال m.adib.pnu@gmail.com الکترونیکی

ظهري علی ادیب مرجان
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فشرده عملگرهاي

کلی هدف
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یادگیري هدف هاي
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عملگرها نظریه 2

مقدمه
تعریف دارد. وجود هیلبرت داوید و ریس فردریک آثار در فشرده عملگرهاي مفهوم
سال در ریس فردریک توسط می شود، ارائه کتاب متن در که فشرده عملگر از امروزي
را مفهوم این ١٩٠۶ سال در هیلبرت داوید آن از پیش شد. ارائه مقاله اي در میلادي ١٩١٨

بود: کرده تعریف زیر صورت به
مجموعه ،X Kدر فشرده ضعیف مجموعه هر ازاي به هرگاه نامیم فشرده را T ”عملگر
هیلبرت که آنجا از می نامند. پیوستگی کاملاً امروزه را مفهوم این باشد.“ فشرده T (K)

و فشردگی مفاهیم ℓ٢ بازتابی فضاي در چون و بود، علاقمند ℓ٢ دامنه با عملگرهاي به
را هیلبرت داوید و ریس فردریک ریاضی دانان، اغلب معادل اند، هم با پیوستگی کاملاً
ضعیف عملگرهاي مفهوم علاوه، به می دانند. فشرده عملگرهاي نظریۀ واضع مشترکاً
سال در کاکوتانی شیزو و یوشیدا کوساکو اسامی به ژاپنی ریاضی دان دو توسط فشرده

شد. معرفی ١٩٣٨
مثال، عنوان به هستند. فراوانی اهمیت داراي کاربرد نظر از فشرده خطی عملگرهاي
فیزیک ریاضی از متنوعی مسائل حل در نیز و انتگرالی معادلات حل در عملگرها نوع این
فشرده باشد، متناهی بعد از آن برد که عملگري هر دید خواهیم که همانطور دارند. کاربرد
قرار مطالعه مورد خطی عملگرهاي مورد در که است مهمی خاصیت فشردگی لذا است.
پیوسته نتیجه در و کراندار فشرده، خطی عملگر هر که دید خواهیم این بر علاوه می گیرد.
هر برد که ویژگی این می باشند. بهره مند نیز پیوسته عملگرهاي خواص از یعنی است
بر می شود، حاصل برد تفکیک پذیري از که خواصی و است تفکیک پذیر فشرده، عملگر
مقادیر و فشرده عملگرهاي پوچ فضاهاي همچنین می افزاید. فشرده عملگرهاي اهمیت

می کنند. ایفا دیفرانسیل معادلات حل در مهمی نقش آن ها ویژه

فشردگی معیار و فشرده عملگرهاي عمومی خواص 1 - 1
یادآوري 1 - 1 - 1

هرگاه می شود نامیده نسبی1 فشرده ،X توپولوژیک فضاي یک از M مجموعه زیر یک
باشد. فشرده آن بستار

1. Relatively Compact
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تعریف 2 - 1 - 1
نامیده فشرده1 T : X → Y خطی عملگر باشند. نرمدار فضاي دو Y و X کنید فرض
Y از نسبی فشرده زیرمجموعه یک به را X از کراندار زیرمجموعه هر هرگاه می شود

نماید. تصویر
زیرمجموعه هر ازاي به هرگاه است فشرده T : X → Y خطی عملگر دیگر، عبارت به

باشد. فشرده Y در T (M) مجموعه زیر ،X از M کراندار
تذکر 3 - 1 - 1

گوي با را M ⊂ X کراندار مجموعه می توان فشرده عملگر یک تعریف در سهولت براي
کرد. جایگزین ball X باز یکه

نمادگزاري 4 - 1 - 1
به X از کراندار و خطی عملگرهاي همه جبر ،B(X,Y ) کنید فرض کتاب این سراسر در
عملگرهاي همه شامل ترتیب به ،B(X,Y ) از جبرهایی زیر ،B٠(X,Y ) و B٠٠(X,Y ) و Y

باشند. فشرده عملگرهاي و متناهی بعد از
B٠(X) ،B(X) با ترتیب به را B٠٠(X,Y ) و B٠(X,Y ) ، B(X,Y ) ،X = Y که حالتی در

می دهیم. نشان B٠٠(X) و
مثال 5 - 1 - 1

o : X → Y صفر عملگر صورت این در باشند. نرمدار فضاهاي Y و X کنید فرض
است. فشرده
مثال 6 - 1 - 1

،X روي همانی عملگر آنگاه dimX < ∞ اگر باشد. نرمدار فضاي یک X کنید فرض
است. فشرده

می کنیم. بیان فشرده عملگرهاي از بیشتري مثال هاي بخش این ادامه در
بین رابطه زیر لم در معادلند. پیوستگی و کرانداري خطی، عملگرهاي در می دانیم

می بینیم. را کرانداري و فشردگی
لم 7 - 1 - 1

فشرده هرعملگر صورت این در باشند. نـرمــدار فـضـاي دو Y و X کنید فرض
است. کراندار T : X → Y

1. Compact Operator
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یکه گوي تصویر که دهیم نشان است کافی T کرانداري اثبات براي اثبات.
ball X = {x ∈ X : ∥x∥ = ١}

زیرمجموعه هر چون و است فشرده T (ball X) پس است فشرده T چون است. کراندار
لذا است. کراندار T (ball X) بنابراین است کراندار متري فضاي یک از فشرده

است. کراندار T یعنی sup
∥x∥=١

∥T (x)∥ <∞

نتیجه 8 - 1 - 1
است. پیوسته فشرده، هرعملگر

و لم ها اثبات در آن ها از که می پردازیم ١ آنالیز از مفهوم دو از یادآوري به اینجا در
می نماییم. استفاده مکرر بعد، قضایاي

یادآوري 9 - 1 - 1
زیر داراي M در دنباله هر اگر است فشرده ،X متریک فضاي از M زیرمجموعه یک

است. M در آن حد طوري که به باشد همگرایی دنباله
یادآوري 10 - 1 - 1

این در باشد. فشرده بسته، یکه گوي طوري که به باشد نرمدار فضاي یک X کنید فرض
است. متناهی بعد از X صورت

لم 11 - 1 - 1
نیست. فشرده I : X → X همانی عملگر آنگاه ،dimX = ∞ اگر

باشد فشرده M هرگاه است. کراندار M = {x ∈ X : ∥x∥ ≤ ١} بسته یکه گوي اثبات.
I(M) = M = M یعنی نیست فشرده M بنابراین باشد متناهی بعد با X که است لازم

نیست. فشرده I تعریف، طبق لذا نیست فشرده
به نظر ساده موارد همه در مفهوم این تعریف از استفاده فشردگی، اهمیت به توجه با

شود. آورده فشردگی براي معیاري است لازم بنابراین نمی رسد
( فشردگی معیار 1) قضیه 12 - 1 - 1

فشرده T باشد. خطی عملگر یک T : X → Y و نرمدار فضاهاي Y و X کنید فرض
به باشد {xnk} دنباله زیر یک داراي X در {xn} کراندار دنباله هر فقط اگر و اگر است

باشد. همگرا Y در {Txnk} طوري که
1. Compact Criterion
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لذا و است فشرده Y در {Txn} بستار آنگاه باشد کراندار {xn} و فشرده T هرگاه اثبات.
است. همگرا دنباله زیر یک داراي

است {xnk} مانند دنباله اي زیر داراي {xn} کراندار دنباله هر کنیم فرض برعکس:
نظر در را B ⊂ X کراندار مجموعه زیر یک همگراست. Y در {Txnk

} طوري که به
{xn} ∈ B صورت این در باشد T (B) در دلخواه دنباله اي {yn} می کنیم فرض و می گیریم
بنا حال است. کراندار B زیرا است کراندار {xn} و yn = Txn طوري که به دارد وجود

است. فشرده T (B) لذا همگراست دنباله زیر یک شامل {Txn} فرض، به
است. جالب نیز انتگرال عملگر بودن فشرده

مثال 13 - 1 - 1
روي پیوسته تابعی K می کنیم فرض و گرفته نظر در را X = C[a, b] خطی فضاي

ضابطه با را T ∈ B(X) عملگر باشد. [a, b]× [a, b]

Tf(s) =

∫ b

a

K(s, t)f(t) dt, f ∈ C[a, b], s ∈ [a, b]

T می دهیم نشان نامند. K هسته با فردهولم1 انتگرال عملگر را T می گیریم. نظر در
است. فشرده

کراندار دنباله اي {fn}∞n=١ کنید فرض می کنیم. استفاده فشردگی معیار از اثبات براي اثبات.
{gn}∞n=١ لذا .∥gn∥ ≤ ∥T∥∥fn∥ صورت این در .gn = Tfn دهید قرار باشد. C[a, b] در

است. کراندار نیز
مطابق زیرا بود. خواهد فشرده T آنگاه است، همپیوسته {gn}∞n=١ که دهیم نشان اگر
در و داشت خواهد {gni}∞i=١ مانند همگرا دنباله زیر یک {gn}∞n=١ آرزلا-آسکولی، قضیه

است. همگرا {Tfni
}∞i=١ نتیجه

وجود δ > ٠ ،ε > ٠ هر براي پس است، یکنواخت پیوسته [a, b]× [a, b] روي K چون
t ∈ [a, b] هر و s١, s٢ ∈ [a, b] هر ازاي به طوري که به دارد

|s١ − s٢| < δ =⇒ |K(s١, t)−K(s٢, t)| <
ε

(b− a)M

s١, s٢ ∈ [a, b] هر ازاي به و n ∈ N هر براي .M = supn ∥fn∥ آن در که
|s١ − s٢| < δ =⇒ |gn(s١)− gn(s٢)| = |

∫ b

a

(K(s١, t)−K(s٢, t)) fn(t)dt| ≤ ε

است. همپیوسته {gn}∞n=١ یعنی این و
1. Fredholm
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گزاره 14 - 1 - 1
مشابه طور به است. فشرده عملگري ، Y به X از فشرده عملگر دو از T١ + T٢ مجموع

.α اسکالر هر براي αT١

کراندار دنباله اي {xn} کنید فرض باشند. فشرده T٢ و T١ عملگر دو کنید فرض اثبات.
{xn} از {xnk} و {xnj} دنباله هاي زیر پس اند فشرده T٢ و T١ که آنجا از باشد. X در
{nm} := دهید قرار هستند. همگرا Y در {T٢xnk} و {T١xnj} طوري که به موجودند
فشرده T١ + T٢ لذا و همگراست Y در {(T١ + T٢)xnm} صورت این در {nj} ∩ {nk}

می شود. اثبات مشابه طور به αT١ بودن فشرده است.

نتیجه 15 - 1 - 1
می دهد. برداري فضاي یک تشکیل Y به X از فشرده عملگرهاي مجموعه

ترکیب این می پردازد. کراندار عملگر یک و فشرده عملگر یک ترکیب به زیر لم
دارد. کاربرد فشرده عملگرهاي اساسی خواص بررسی در و فشرده همواره

لم 16 - 1 - 1
یک S : X → X و فشرده عملگر یک T : X → X دار، نرم فضاي یک X کنید فرض

فشرده اند. TS و ST صورت این در باشد. کراندار خطی عملگر
لذا است کراندار عملگر S چون باشد. کراندار مجموعه اي B ⊂ X کنید فرض اثبات.
TS پس است نسبی فشرده TS(B) = T

(
S(B)

) ،T فشردگی به بنا و کراندار S(B)

است. فشرده
مانند همگرا دنباله زیر یک {Txn} آنگاه باشد X در کراندار دنباله یک {xn} اگر حال

است. فشرده ST نتیجه در و همگرا {STxnk
} بنابراین دارد. {Txnk

}

نتیجه 17 - 1 - 1
فشرده عملگرهاي همه مجموعه صورت این در باشد. نرمدار فضاي یک X کنید فرض

است. B(X) از ایده آلی ،(B٠(X)) X روي
قضیه 18 - 1 - 1

این در باشد. خطی عملگر یک T : X → Y و نرمدار فضاهاي Y و X کنید فرض
صورت

است. فشرده T عملگر آنگاه ،dimT (X) <∞ و کراندار T اگر الف)
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است. فشرده T عملگر آنگاه ،dimX <∞ اگر ب)
نامساوي صورت این در باشد. X در کرانداري دنباله {xn} کنید فرض (الف) اثبات.
چون حال است. کراندار دنباله اي نیز {Txn} که می دهد نشان ∥Txn∥ ≤ ∥T∥∥xn∥

یک داراي {Txn} که می دهد نشان این است. نسبی فشرده {Txn} ،dimT (X) < ∞

است. فشرده T فشردگی، معیار بنابه بود دلخواه {xn} چون همگراست. زیردنباله
و است کراندار X بر خطی عملگر هر ، dimX <∞ اینکه به توجه با (ب)

.dimT (X) < dimX <∞

است. فشرده T که می دهد نتیجه (الف) لذا
نتیجه 19 - 1 - 1

صورت این در باشد. نرمدار فضاي یک X کنید فرض
B٠٠(X,Y ) ⊆ B٠(X,Y ).

اهمیت اند. داراي می شوند منتقل دنباله حد به دنباله جملات از همگرایی در که خواصی
است. خواص این از یکی فشردگی که دید خواهیم زیر قضیه در

قضیه 20 - 1 - 1
فضاي یک به X نرمدار فضاي یک از فشرده عملگرهاي از دنباله اي {Tn} کنید فرض
عملگر صورت این در .( یکنواخت (همگرایی ∥Tn−T∥ → ٠ طوري که به باشد Y باناخ

است. فشرده T حدي
کراندار دنباله اي {xm} کنیم فرض می کنیم. استفاده فشردگی معیار از اثبات براي اثبات.
که به قسمی است {x١,m} دنباله زیر داراي {xm} لذا است فشرده T١ چون باشد. X در
T٢ و کراندار {xm} دنباله زیر به عنوان خود {x١,m} چون حال همگراست. {T١x١,m}

همگراست. {T٢x٢,m} که به قسمی است {x٢,m} دنباله زیر داراي {x١,m} است، فشرده
طوري که به می شود حاصل {xn} از {ym} = {xm,m} دنباله روش، این ادامه با
است موجود c مانند عددي کردیم، فرض کراندار را {xm} چون همگراست. {Tnym}

دلخواه ε > ٠ کنیم فرض حال .∥ym∥ ≤ c لذا ∥xm∥ ≤ c ،m هر ازاي به طوري که به
آنجا از همچنین .∥T − Tp∥ <

ε

٣c که دارد وجود n = p لذا ∥Tm − T∥ → ٠ چون باشد.
که است موجود Nاي لذا است کوشی {Tpym} که

∥Tpyj − Tpyk∥ <
ε

٣ , j, k > N.
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داریم j, k > N چنین براي
∥Tyj − Tyk∥ ≤ ∥Tyj − Tpyj∥+ ∥Tpyj − Tpyk∥+ ∥Tpyk − Tyk∥

≤ ∥T − Tp∥∥yj∥+
ε

٣ + ∥Tp − T∥∥yk∥

<
ε

٣c · c+
ε

٣ +
ε

٣c · c = ε.

چون حال همگراست. ،Y بودن باناخ از نتیجه در و کوشی {Tym} که می دهد نشان این
است. فشرده T لذا بوده مطرح {xm} دلخواه دنباله از دنباله اي زیر به عنوان {ym}

نتیجه 21 - 1 - 1
فشرده عملگرهاي همه مجموعه صورت این در باشد. باناخ فضاي یک X کنید فرض

است. B(X) از بسته ایده آل یک ،X روي
بوده یکنواخت همگرایی ،(20 - 1 - 1) قضیه در همگرایی که می شویم متذکر همچنین
بود. نخواهد برقرار نتیجه شود، تضعیف نقطه به نقطه همگرایی به همگرایی این اگر که

کنید. توجه زیر مثال به
مثال 22 - 1 - 1

آن در که بگیرید نظر در Tnx = (ξ١, . . . , ξn, ٠, ٠, . . .) ضابطه با را Tn : l٢ → l٢ عملگر
،(18 - 1 - 1) قضیه (الف) قسمت به توجه با است کراندار و خطی Tn چون .x = (ξi) ∈ l٢

با حالی که در Tnx → x = Ix ،x هر ازاي به که است واضح همچنین است. فشرده
.dim l٢ = ∞ زیرا نیست فشرده I عملگر ،11 - 1 - 1 لم به توجه

مثال 23 - 1 - 1
، T (ξi) = (ηi) ضابطه با که T : l٢ → l٢ عملگر

ηi =
ξi
i

i = ١, ٢, . . .
است. فشرده می شود، تعریف

آنگاه x = (ξi) ∈ l٢ اگر که است مشاهده قابل به راحتی همچنین است. خطی T اثبات.
می کنیم: تعریف زیر صورت به را Tn : l٢ → l٢ عملگر حال .y = (ηi) ∈ l٢

Tn(x) =

(
ξ١,

ξ٢
٢ ,

ξ٣
٣ , . . . ,

ξn
n
, ٠, ٠, . . .

)
.

همچنین می باشد. فشرده ،(18 - 1 - 1) قضیه از استفاده با لذا و کراندار و خطی Tn

∥(T − Tn)x∥٢ =
∞∑

i=n+١
|ηi|٢ =

∞∑
i=n+١

١
j٢
|ξi|٢
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≤ ١
(n+ ٢(١

∞∑
i=n+١

|ξi|٢ ≤
∥x∥٢

(n+ ٢(١ .

داریم می گیریم. سوپریمم ،1 نرم با xهاي روي طرفین از
∥T − Tn∥ ≤ ١

n+ ١ .
است. فشرده T عملگر ،(20 - 1 - 1) قضیه به توجه با حال .||Tn − T || → ٠ لذا

با است. جالب نیز متناهی بعد از عملگرهاي و فشرده عملگرهاي ایده آل میان ارتباط
یک Y و نرمدار فضاي یک X که حالتی در ،(20 - 1 - 1) و (18 - 1 - 1) قضایاي به توجه

داریم: باشد. باناخ فضاي
B٠٠(X,Y ) ⊂ B٠(X,Y ).

برقرار باناخ فضاي هر در شمول این عکس آیا که است این می شود مطرح که سوالی
عملگرهاي مجموعه در متناهی بعد از عملگرهاي مجموعه آیا دیگر، عبارت به است؟

چگال اند؟ فشرده،
سوال این و نیست برقرار کلی حالت در مطلب این می دهد نشان که دارد وجود مواردي
اما است. نیافته کامل پاسخی هنوز هستند، خاصیتی چنین داراي باناخی فضاهاي چه که
فضاي یک H اگر مثال، عنوان به است. شده داده پاسخ سوال این به خاص حالات در

.B٠٠(H) = B٠(H) آنگاه باشد هیلبرت
قضیه 24 - 1 - 1

صورت این در باشد. H روي فشرده عملگر یک T و هیلبرت فضاي یک H کنید فرض
طوري که به دارند وجود {Fn}∞n=١ متناهی بعد از عملگرهاي از دنباله اي

.||T − Fn|| → ٠
تصویر عملگر pn کنید فرض می گیریم. نظر در H براي را {ej}∞j=١ یکه متعامد پایه اثبات.
هرگاه می کنیم ثابت باشد. Qn = I − pn و {ej}nj=١ توسط شده تولید زیرفضاي روي

.∥QnT∥ → ٠ آنگاه ،n→ ∞

و ∥fn∥ = ١ با {fn} دنباله صورت این در نباشد. چنین کنیم فرض خلف): (فرض
که دارد وجود c > ٠

∥QnTfn∥ ≥ c > ٠.

حال .Tfn → g مثلاً همگراست زیردنباله یک داراي {Tfn}∞n=١ دنباله ،T فشردگی بنابه
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چون
∥Qng∥٢ =

∞∑
j=n+١

∣∣⟨g, ej⟩∣∣٢
زیرا است، تناقض این و Qng → ٠ آنگاه n→ ∞ وقتی که است مشاهده قابل به راحتی

Qng = Qn(g − Tfn) +QnTfn

می شود. حاصل نتیجه Fn = pnT دادن قرار با .∥QnT∥ → ٠ نتیجه در

نتیجه 25 - 1 - 1
روي فشرده عملگرهاي ایده آل صورت این در باشد. هیلبرت فضاي یک H کنید فرض
عملگر یک دیگر عبارت به است. H روي متناهی بعد با عملگرهاي ایده آل بستار ، H

باشد. متناهی بعد با عملگرهاي از دنباله اي حد اگر فقط و اگر است فشرده خطی،
ضعیف همگراي دنباله هاي که است این فشرده عملگرهاي جالب خواص از دیگر یکی

می نگارد. یکنواخت همگراي دنباله هاي به را
یادآوري 26 - 1 - 1

به وسیله شده تولید توپولوژي باشد. X دوگان X∗ و دار نرم فضاي یک X کنید فرض
τ به نسبت Λ ∈ X∗ هر که بقسمی X روي τ توپولوژي ترین ضعیف یعنی ،X روي X∗

اگر می دهیم. نشان σ(X,X∗) با را آن و نامیده X روي ضعیف توپولوژي را باشد پیوسته
.xn ω→ x می نویسیم باشد x به همگرا ضعیف توپولوژي به نسبت X در {xn}∞n=١ دنباله
آنگاه باشد X در دنباله اي {xn}∞n=١ اگر که می شود ثابت تابعی آنالیز در قضیه اي طبق

.Λxn → ٠ باشیم داشته Λ ∈ X∗ هر ازاي به اگر وتنها اگر xn ω→ ٠
یادآوري 27 - 1 - 1

توپولوژي باشد. آن دوگان X∗ و دار نرم فضاي یک X کنید فرض
،x ∈ X هر براي آن، به نسبت که X∗ روي توپولوژي کوچک ترین یعنی σ(X∗, ϕ(X))

روي ستاره ضعیف توپولوژي را آن و داده نشان σ(X∗, X) با را می گردد پیوسته ϕ(x)
است). X∗∗ به X از متعارف جادهی نگاشت ϕ از (منظور می نامیم. X∗

آنگاه باشد X∗ در دنباله اي {Λn}∞n=١ اگر که می شود ثابت تابعی آنالیز در قضیه اي طبق
.Λnx→ Λx باشیم داشته x ∈ X هر ازاي به اگر تنها و اگر Λn ω∗

→ Λ
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تعریف 28 - 1 - 1
باشد. کراندار خطی عملگر یک T : X → Y و نرمدار فضاهاي Y و X کنید فرض
که X در {xn} دنباله هر ازاي به هرگاه می شود نامیده پیوسته1 کامل طور به T عملگر

.||Txn − Tx|| → ٠ آنگاه xn w−→ x

قضیه 29 - 1 - 1
این در باشد. فشرده عملگر یک T : X → Y و نرمدار فضاهاي Y و X کنید فرض

است. پیوسته کامل طور به T صورت
می دهیم قرار .xn w−→ x طوري که به باشد X در دلخواه دنباله اي {xn} کنیم فرض اثبات.
کراندار و خطی تابعی g کنید فرض .yn w−→ y می دهیم نشان ابتدا .y = Tx و yn = Txn

کراندار و خطی f . می کنیم تعریف ،f(z) = g(Tz) ضابطه با X بر را f تابع باشد. Y بر
داریم: کرده ایم. فرض فشرده را T زیرا است

|f(z)| = |g(Tz)| ≤ ∥g∥∥Tz∥ ≤ ∥g∥∥T∥∥z∥.

،g تعریف به بنا لذا .f(xn) → f(x) که می کند ایجاب xn w−→ x تعریف
g(Txn) → g(Tx)

که می شود نتیجه بود دلخواه g چون حال .g(yn) → g(y) یعنی
yn

w−→ y. (1 - 1)
می کنیم. ثابت خلف برهان با را نرم در همگرایی اکنون

زیردنباله یک داراي {yn} صورت این در .||yn − y|| ↛ ٠ کنید فرض خلف) (فرض
طوري که به است {ynk}

∃η > ٠ ∥ynk − y∥ ≥ η. (2 - 1)
است. کراندار نیز {xnk} نتیجه در و کراندار {xn} لذا است ضعیف همگراي {xn} چون
دنباله زیر این همگراست. دنباله زیر یک داراي {Txnk} شده، فرض فشرده T چون حال
ỹ = y ،(1 - 1) به توجه با نتیجه در .ỹi w−→ ỹ پس ỹi → ỹ کنید فرض نامیم. می {ỹi} را

نتیجه در و
∥ỹi − y∥ → ٠.

1. Completely Continuous Operator




