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.، که یک واجب دینی استملی ی آموزی، نه تنها یک وظیفه خوانی و علم امروزه کتاب

 مقام معظم رهبری

های ارزیابی رشد، توسعه و پیشرفت فرهنگی هر  هدر عصر حاضر یکی از شاخص
خوانی مردم آن مرز و بوم است. ایران  کشوری میزان تولید کتاب، مطالعه و کتاب

با داشتن تمدنی چندهزارساله و مراکز متعدد علمی،  تاکنوناسلامی نیز از دیرباز 
های معتبر، علما و دانشمندان بزرگ با آثار ارزشمند تاریخی، سرآمد  فرهنگی، کتابخانه

سان خورشیدی  هی فرهنگ و تمدن جهانی ب های دیگر بوده و در عرصه ها و ملت دولت
چه کسی  .کند خویش هنرنمایی مینهاد  درخشد و با فرزندان نیک تابناک همچنان می

آور ایرانی همچون ابوعلی سینا، ابوریحان  فرزانه و نامکه در دنیا با دانشمندان است 
 ،ای نظیر فردوسی، سعدی همچنین شاعران برجستهبیرونی، فارابی، خوارزمی و ... 

امی مولوی، حافظ و ... آشنا نباشد و در مقابل عظمت آنها سر تعظیم فرود نیاورد. تم
این افتخارات ارزشمند، برگرفته از میزان عشق و علاقه فراوان ملت ما به فراگیری علم 

 ،ی الهی های گوناگون است. به شکرانه و مطالعه منابع و کتاب نو دانش از طریق خواند
ولی اکنون در این زمینه در چه  .و پربار است درخشانتاریخ و گذشته ما، همیشه 

های فرهنگی در  شده از سوی مجامع و سازمان آمار و ارقام ارائهجایگاهی قرار داریم؟ 
باشد و رهبر معظم  ی هر ایرانی، برایمان چندان امیدوارکننده نمی ی مطالعه مورد سرانه

 اند. انقلاب اسلامی نیز از این وضعیت بارها اظهار گله و ناخشنودی نموده
فت است و کتاب خوب، یکی ی دانش و معر ای به سوی گستره کتاب، دروازه

ی دستاوردهای بشر در سراسر عمر جهان،  هاز بهترین ابزارهای کمال بشری است. هم
ها پدید  هایی است که انسان نوشته در میان دستتا آنجا که قابل کتابت بوده است، 

های پیامبران به بشر، و  تعالیم الهی، درس ،نظیر ی بی آورند. در این مجموعه آورده و می
پذیر نیست.  همچنین علوم مختلفی است که سعادت بشر بدون آگاهی از آنها امکان

ترین دستاورد  از مهمشک  بخش کتاب ارتباط ندارد بی و زندگی زیباکسی که با دنیای 
روشنی  ، بهانسانی و نیز از بیشترین معارف الهی و بشری محروم است. با این دیدگاه

توان ارزش و مفهوم رمزی عمیق در این حقیقت تاریخی را دریافت که اولین  می
و در اولین  «بخوان!« خطاب خداوند متعال به پیامبر گرامی اسلام)ص( این است که 
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به تجلیل یاد  «قلم«الشأن خداوند، فرود آمده، نام  ی عظیم ای که بر آن فرستاده سوره
ْوَْإ قْ « است: شده در اهمیت عنصر کتاب برای تکامل  «قَلَّمباِلّ ْْرَمُ.ْإَلّذَیْعَلّمََْاکَْ کَْإلْ رَبّْرَإ 

ی انسانی، همین بس که تمامی ادیان آسمانی و رجال بزرگ تاریخ بشری، از  جامعه
 اند. طریق کتاب جاودانه مانده

شمول خود با هدف آموزش برای  جغرافیایی ایران ی نور با گستره پیام  دانشگاه
محور در نظام آموزش عالی  عنوان دانشگاهی کتاب به ،وقت جا و همه همه، همه

و خردورزی بخش عظیمی از جوانان سازی  کشورمان، افتخار دارد جایگاه اندیشه
جویای علم این مرز و بوم باشد. تلاش فراوانی در ایام طولانی فعالیت این دانشگاه 

ظران برجسته ن های گرانقدر استادان و صاحب ربهگیری از تج انجام پذیرفته تا با بهره
شاخص و خودآموز تولید شود. در آینده درسی ها و منابع آموزشی  کشورمان، کتاب

این مهم با هدف ارتقای سطح علمی، روزآمدی و توجه بیشتر به نیازهای مخاطبان  هم،
طور قطع استفاده از نظرات استادان،  نور با جدیت ادامه خواهد داشت. به دانشگاه پیام

رسان  ی مهم و خطیر یاری ما را در انجام این وظیفه ،نظران و دانشجویان محترم صاحب
های خود ما را در دمی عزیزانی که با نقد، تصحیح و پیشنهاخواهد بود. پیشاپیش از تما

م. لازم است از تمامی ینمای رسانند، سپاسگزاری می ی خطیر یاری می انجام این وظیفه
و ما را در سازی خود دانسته  نور را منزلگه اندیشه اندیشمندانی که تاکنون دانشگاه پیام

اند، صمیمانه قدردانی گردد. موفقیت  هتولید کتاب و محتوای آموزشی درسی یاری نمود
ست.ا پژوهان عزیز آرزوی همیشگی ما و بهروزی تمامی دانشجویان و دانش

نور دانشگاه پیام
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  پیشگفتار
 روزمـره  زنـدگی  مسـائل  از بسـیاري  تحلیـل  براي کارآمدي ریاضی هاي مدل ها، گراف
 تـوان  مـی  را ژنتیک و روانشناسی مخابراتی، علوم فیزیک، ي ها زمینه در مسائلی. هستند

 گـراف،  ي نظریـه  ابتدا در نمود. حل و سازي مدل گراف، ي نظریه در مسائلی صورت به
 از امـا . شد می برده کار به ها سرگرمی و معماها حل در بیشتر زیرا ،رسید نمی نظر به مهم
 ریاضـیات  از بخشـی  عنـوان  به اکنون و گرفت قرار بحث مورد جدي طور به 1930سال

با مابقی علوم  نزدیکی بسیار ارتباط و است ریاضیات مهم هاي شاخه از یکی ترکیبیاتی،
ماننـد   جسـتجو  هاي سایت در ها پیوند دهی اولویت و بندي رده مثال براي عنوان بهدارد. 

چنین  شود. هم می درخت استفاده هاي شیمیایی از گراف براي شمارش ترکیب یاگوگل 
بنـدي،   ریزي خطی است. برخی مسـائل زمـان   ها از ملزومات مسائل برنامه شارش شبکه

تـوان بـا    ها و امتحانـات دانشـگاه را مـی    ریزي کلاس بندي مسابقات یا برنامه زمان مانند
ریـزي کـرد.    صورت بهینـه برنامـه   بهها  آمیزي گراف استفاده از رنگسازي گرافی و  مدل

دانان بسیاري را بـه خـود مشـغول کـرده      ریاضی  ،امروزه مباحث مربوط به نظریه گراف
ي  ر در این زمینه گواهی بر این مدعا است. رابطـه ي بسیا است. وجود مسائل حل نشده

شود نشـان از   هاي علوم که هر روز کشف می بین این شاخه از ریاضیات و سایر شاخه
  رشد و پویایی نظریه گراف دارد.

هاي  ي گراف در پیام نور در رشته ي تدریس درس نظریه ي چندین ساله تجربه
آن داشت تا کتابی متناسب با سرفصل شوراي عالی  رریاضی و کامپیوتر، نویسندگان را ب

فراهم در هر دو رشته ریاضی و کامپیوتر نور  ریزي و متناسب با دانشجویان پیام برنامه
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ها باشد. این  مورد استفاده دانشجویان تمامی دانشگاه دتوان آورند. البته کتاب حاضر می
هاي متنوع و  با مطالب آن مثالدر هر فصل متناسب  شده است. تألیفده فصل  کتاب در

  هایی بیان شده است. کاربردي و الگوریتم
در این فصل، بـا  پرداخته شده است.  گراففصل اول به تعریف مفاهیم اولیه در 

گراف خطی و... آشنا  ،یهاي خاص و کاربردي مانند گراف کامل، گراف دوبخش گراف
فصل بیـان    هاي بعدي در این نیاز براي فصلورد هاي م تعریفنمادها و  ترشویم. بیش می

ها معرفی شده است تا دانشجویان با ساختن  دوم اعمال روي گراف در فصل شده است.
کـه مـدل گرافـی     از آنجـایی آشـنا گردنـد.    هاي موجود هاي جدید از روي گراف گراف

در دار اسـت،   جهت صورت گراف بسیاري از مسائل روزمره مانند شبکه حمل و نقل، به
. فصـل  شـویم  آشـنا مـی  دار و کاربردهـایی از آن   جهـت   هاي گرافبا مفهوم فصل سوم 

در  .شـود  میهاي مربوطه را شامل  چهارم مفهوم بسیار مهم همبندي و قضایا و الگوریتم
و مطـرح   ،کننـد  گراف ایفا مـی  که نقش اساسی در نظریه  درختهاي  گراففصل پنجم 

 و پوششی عدد استقلالفصل ششم به تعریف در ت. هاي مهم آن بیان شده اس الگوریتم
کـه   از آنجـایی  کنیم. بیان می مربوطه راو قضایاي پردازیم  می ها گرافدر تطابق مفهوم و

وکـافی بـراي وجـود     هاي دوبخشی کاربرد وسیعی دارد، لذا شرط لازم تطابق در گراف
آوردن تطابق  دست بهی براي یها چنین الگوریتم کنیم. هم بیان میرا  این گرافتطابق در 

تـوان   هاي اویلري که به جرأت می گرافبه در فصل هفتم در این فصل بیان شده است. 
چنـین   هـم  .پـردازیم  در ریاضـیات اسـت، مـی    گـراف  نظریـه منشاء ایجاد شـاخه  گفت 
تعریف کرده و ضمن بیان قضایاي مربـوط بـه ایـن دو مفهـوم     هامیلتونی را هاي  گراف

گراف مسطح تعریف شده  ،هشتمفصل در  کنیم. مطرح میرا این مباحث کاربردهایی از 
یک گـراف و الگـوریتمی بـراي آن بیـان شـده      ی براي تشخیص مسطح بودن یو قضایا
و آمیزي رأسی و یالی بیان شده  صورت رنگ ها به آمیزي گراف رنگ نهم،در فصل است. 

آمیزي نقشه)،  رنگ (رنگ قضیه چهار چنین هم .ده استارائه ش  با مثالآن ز اکاربردهایی 
آن  يکه یکی از سؤالات چالش برانگیز نظریه گراف بود، در این فصل معرفی و قضـایا 

ها  در نهایت در فصل دهم از شبکه، شارش، برش و قضایاي مربوط به آنشود.  بیان می
الگـوریتم   انتهـا صحبت شده است. این فصل چنان نگارش شـده اسـت کـه بتـوان در     

ترین مسائل نظریـه   ينیمم را مطرح کرد که یکی از پرکاربرد برش می -یممسماک شارش
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  گراف است.
باشـد.   »خودآمـوز « در کل کتاب اهتمام کافی به عمل آمده است که کتاب نوعی

بدون استعانت استاد، آن را مطالعه کند. عـلاوه بـر اینکـه      تواندبدین معنی که دانشجو ب
در آخـر هـر    هـایی  تعریف و قضیه گفته شده اسـت، تمـرین  هاي متنوعی براي هر  مثال

هـا   کـار بسـتن قضـیه    به مهارت دانشجو در بـه  ها ینفصل ارائه شده است. حل این تمر
حل نشده که مفاهیم اولیـه آن جـزء    مسئله يکند. در آخر کتاب تعداد کمک شایانی می

  دانشجویان باشد. اي براي مطالعه بهتر مباحث کتاب بوده، اضافه گردیده تا انگیزه
بدون تردید ویراستاري هر کتاب ریاضی بسیار حائز اهمیت اسـت، لـذا مـؤلفین    

داننـد کـه از زحمـات جنـاب آقـاي دکتـر شـهریار فرهمنـدراد بـراي           وظیفه خود مـی 
شـدن   قدردانی نمایند. بدون شک رهنمودهاي ایشان در بهتر و ویراستاري کتاب تشکر

مدیریت محترم تدوین جنـاب آقـاي دکتـر ابراهیمـی و     کتاب بسیار مؤثر بوده است. از 
هـاي مستمرشـان در تمـامی     ياي پیگیررکارشناس محترم تدوین ب ،سرکارخانم معدلت

ي بابـت  دسرو امیر چنین از آقایان دانیال طاهرخانی و نماییم. هم اداري تشکر می مراحل
  ، سپاسگزاریم.  اند متحمل شدهزحماتی که براي تایپ کتاب 

دارند که این کتاب عاري از خطا و اشـتباه نیسـت.    نویسندگان اذعان می ،در آخر
نظرات وانتقادات خـود   ،شود دانشجویان عزیز تقاضا می و لذا، از تمامی اساتید بزرگوار
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 اولفصل 

مفاهیم اولیه

 یادگیري اهداف
 شود: پایان این فصل دانشجو با مفاهیم زیر آشنا می  در
 گراف، زیرگراف و گراف ساده
 نمایش ماتریسی گراف
 مسیر، دور و کاربردهاي آن
  همبندي
 و  هاي خاص مانند گراف کامل، گراف دوبخشی گراف.....
 یکریختی دو گراف
 گـراف   و مانند گراف مکمـل  ؛ازدبا استفاده از گراف داده شده، یک گراف جدید بس

 خطی

  گراف چیست؟ .1-1
کـه هـر    يطور بهین هزینه انجام داد کمتربا ها  کشی براي تلفن یک کابل توان یمچگونه 

mشغل را به n توان یمدیگر باشد؟ چگونه  يها تلفني  وصل شدن به همهتلفن، قابل 

m)،نفر n) ؟ حـداکثر جریـان در   هیچ شـغلی خـالی نمانـد   که  طوري تخصیص داد به
کـامپیوتر   ي تراشهیک  چقدر است؟ ها لوله ي شبکهر یک د دمقص بهد زمان از منبع احو

یـک   توان یملایه یکدیگر را قطع نکنند؟ چگونه  یکدر  ها میسبه چند لایه نیاز دارد تا 
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یـزي کـرد؟ یـک    ر برنامـه  هـا  هفتـه را بـراي حـداقل تعـداد    در یک فصل لیگ ورزشی 
شهر دیدن کند تا زمان سـفر  تعداد مشخصی دوره گرد به چه ترتیبی باید از  ي وشندهفر

که  وريط آمیزي کرد به رنگ، رنگ 4کشورهاي یک نقشه را با توان  یمحداقل باشد؟ آیا 
   متفاوت داشته باشند؟ يها رنگکشورهاي همسایه، 

را بـا اسـتفاده از    هـا  آن تـوان  یماز مسائل عملی هستند که  ییها مثالمسائل بالا،   
ریاضی کارآمدي بـراي   يها مدل، ها گرافگراف حل نمود. لذا  ي هینظرمدل ریاضی و 

فیزیـک، علـوم    ي هـا  نـه یزمدر  مسائلی .هستند تحلیل بسیاري از مسائل زندگی روزمره
گـراف،   ي هی ـنظرصـورت مسـائلی در    بـه  تـوان  یم ـژنتیـک را   مخابراتی، روانشناسی و

هـاي   هـا در سـایت   پیونـد دهی  بندي و اولویت امروزه براي رده .و حل نمود سازي مدل
  شود. از گراف استفاده می 1جستجو مانند گوگل

اي کـه توسـط    گراف در ریاضیات، بـه مقالـه   ي هینظر ي شاخهایجاد  ي خچهیتار  
اسـت،   شـده چـاپ   3کونیگسـبرگ  ي هفـت پـل   مسـئله در مـورد   1736در سال 2اویلر
پرگـل واقـع اسـت و     ي رودخانهگردد. شهر کونیگسبرگ در پروس و در سواحل  برمی

 يهـا  بخـش ، در میان رودخانه قـرار دارد. در گذشـته،   1-1 قسمتی از آن، مطابق شکل
هفت پل به یکدیگر متصل بودند. مردم شهر، روزهاي یکشنبه  ي لهیوسمختلف شهر به 

و این مسئله را مطـرح   پرداختند یم ها پلبراي تفریح و گردش به قدم زدن بر روي این 
طوري بر روي این هفت پـل بـه پیـاده روي پرداخـت بـه       شود یمآیا « کرده بودند که:

که شخص پس از خروج از خانه بتواند با یک بار و فقط یک بار عبور از هر پل  نحوي
  »بازگردد؟ اش خانهبه 

بـر روي کاغـذ    2-1 شکل صورت بهرا  ،1-1 شکل، هفت پل کونیگسبرگ اویلر
روي را  طـوري پیـاده   تـوان  ینم ـنشان داد کـه   2-1 رسم نمود و با بحث بر روي شکل

خـودش   ي خانـه یک بار عبور کنـد و بـه    اًطراحی کرد که شخص از روي هر پل دقیق
  د.بازگرد

 ـنظرباعـث پیـدایش    ،2-1 شـکل  صـورت  بهي هفت پل  شکل مسئله ترسیم  ي هی
   .گراف در ریاضیات گردید

                                                                                                                                               
1. Google 
2. Euler 
3. Königsberg 
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 1-1 شکل

 2-1 شکل

؛ زیرا بیشتر در حل معماها و دیرس ینمگراف، مهم به نظر   ي هینظردر ابتدا 
جدي مورد بحث قرار گرفت و  طور به 1930. اما از سالشد یمبه کار برده  ها یسرگرم
هاي مهم ریاضیات کاربردي  ریاضیات ترکیبیاتی، یکی از شاخه بخشی از عنوان به اکنون

   .است و ارتباط بسیار نزدیکی با علوم کامپیوتر دارد
 :کرد بندي تحت عناوین زیر دسته توان یمرا راف گ ي هینظردر  مطرح ئلمسا  
 را ساخت گراف آن توان یمدر صورت وجود، چگونه  .ي وجودي مسئله. 
 شمارشی. چه تعداد وجود دارد؟ ي مسئله 
 که چند تا وجود دارد، کدام یک بهتر است؟ . در صورتیگسسته سازي بهینه 
   .ي وجودي است مسئلههفت پل، یک ي   مسئلهمثال،  عنوان به
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 و کامـل  گـراف  گـراف،  یس ـیماتر شینمـا  رگراف،یز مانند یمیمفاه فصل نیا در
  .میکن یم انیب را است، ازین مورد يبعد يها فصل در که گراف دو یختیکری و یدوبخش

  
  تعاریف اولیه .1-2

 اســت از زوج عبــارتG گــراف. 1-1 تعریــف    V G ,E Gآن کــه در V(G)

نامرتـب (یکسـان یـا     يها زوجاي متناهی از  مجموعهE(G)متناهی و یتهاناي  مجموعه
 ـرا  E(G)عناصـر و  هـا  رأسرا V(G)است. عناصـر  V(G)عناصر متمایز) از  يهـا  الی

نمـایش  uv صـورت  بـه را {u,v}. بیشتر اوقات براي راحتی کار، یـال مینام یم گراف
  کنیم.  گذاري می ها نام رأسهاي گراف را مانند  و یا یال میده یم

  است.  وV(G)={x,y,w,z}، در شکل .2-1مثال 
تهی باشد تواند یم ها الی ي مجموعه، دیکن یممشاهده  1-1 ه در تعریفکطور  همان     

به عبارت دیگـر بـین    یا  آن تهی باشد، يها الی ي مجموعه. گرافی را که 
 ـ گـراف تهـی  وس آن هیچ یالی وجود نداشـته باشـد،   ئر و  اگـر . مینـام  یم

  .  نامیم می گراف بدیهیرا  گراف گاه آن،  
یال وجود  رأسدو این گاه بین  هر ،مینام یم مجاور را در گراف vو uرأسدو   

، بیش از یـک یـال وجـود داشـته     رأسداشته باشد. ممکن است در یک گراف، بین دو 
، 2-1مثـال در شـکل    عنـوان  به. مینام یم ي چندگانهها الیرا  ها آن صورت در اینباشد، 

وجود دارد. گرافی را که داراي یال چندگانه باشد،  و ، دو یالwو xي ها رأسبین 
  گراف چندگانه است. یک  2-1. با این تعریف، گراف شکل مینام یم گراف چندگانه

  . مینام یم طوقهیالی را که دو رأس ابتدا و انتهاي آن یکی باشد،   
  

 سـاده را  Gگـاه   ، آنداراي یال چندگانـه و طوقـه نباشـد    Gگرافاگر  . 3-1تعریف 
  .مینام یم

داراي   گراف وداراي طوقه   است. گرافساده  ، گراف3- 1 شکلدر  .4- 1مثال 
  است. ساده  و ، گراف تهی گراف ، بنابراین این دو گراف ساده نیستند. یال چندگانه است

  
  
  
  
  
  

G

2 1E(G) {e ,e ,e ,e ,e ,e ,e }1 2 3 4 5 6 7

(E(G) )

E(G) 

| V |1G

G

e1e2

G 1G 2G3

G4
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  3-1شکل 
  

 تعداد رئوس گراف G V,E ،ي  انـدازه ي آن، هـا  الو تعداد ی ي گراف مرتبه
| یا n ي گراف را با نماد مرتبه. در اینجا، شود یمنامیده  گراف V  ي گراف را اندازهو  |
| یا m با نماد E   .میده یمنمایش  |
  ها  هي درج درجه و دنباله -

 ـ iv ي رأس درجهرا  iv ي متصل بـه رأس ها التعداد ی .5-1تعریف  . توجـه  مینـام  یم
هـر طوقـه    iv رأسدر محاسـبه درجـه    گاه آنداراي طوقه باشد،  ivکنید که اگر رأس 

نمـایش   را بـا نمـاد   iv ي رأس درجـه . شـود  یمدرنظر گرفته دو یال  عنوان به
 .میده یم

ي آن یـک باشـد،    رأسی که درجـه  و تنهارأس صفر باشد، ي آن  رأسی که درجه
به را  G ي گراف درجهترین  و کوچکترین  بزرگشود.  نامیده می برگیا  آویزانرأس 

 دهیم.  مینمایش  وترتیب با 

 زیر است:  صورت به، 4-1مثال   درجه هاي رئوس گراف .6-1مثال 

 

   3 ي آن درجـه داراي یـک طوقـه اسـت،     a ون رأسچ ـ شود یم مشاهدهطور که  انهم
  است.  و ،. در گرافشود یمحساب 

گـوییم،   منتظم-kرا Gگـراف  گاه آن باشد،G، kگرافدرجه تمامی رئوس  اگر
 یعنی،

v V(G),deg(v) k.    
  

و با  مینام یم vي  هیهمسامجاور هستند،  vیی را که با رأس ها رأسي  مجموعه

ideg(v )

(G)(G)

G 2

dega degb degc degd dege3,   3,    2,   3,   1    

G 2  3  1

 

a 

b                c 

d       e a 

b c 

d 

 

a d 

b c 

 

b 

a 

c 

d 

e 
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  . به عبارت دیگر: میده یمنمایش  نماد 
  

 
  

  .  صورت گراف باشد،  دراینیک  کنیم فرض .7-1ي  گزاره
و هرطوقـه در   ثیر داردأت ـرأس  در درجـه دو طوقـه،   یـال غیـر   چون هـر  اثبات.

هـر یـال در مجمـوع     بنـابراین ، شود یمدو یال در نظر گرفته  عنوان بهي درجه،  محاسبه
   ∎و حکم ثابت است. گردد یمدرجات، دو بار محاسبه 

  ي فرد، زوج است.  درجه، تعداد رئوس از . در هر گراف8-1نتیجه 
  

شود،  رسم می ،(الف) 4-1صورت شکل  که به Gمنتظم-3ي  گراف ساده. 9-1تعریف 
 شود.  نامیده می گراف پترسن

 Gهاي گراف را رأس  Aهاي دو عضوي . زیرمجموعهکنیم فرض
هم مجـاور   با Gو دو رأس بگیریم. درنظر

 صورت بهصورت شکل گراف  فقط اگر عضو مشترك نداشته باشند. در این و هستند اگر
  (ب) خواهد بود که همان گراف پترسن است. 4-1شکل 

  
  
  
  
  
  
  
  
  4-1شکل 

  هاي هي درج دنبالهرا  Gي گـراف ها رأسي  درجهي ناصعودي از  دنباله. 10-1تعریف 
ــگــراف   ــام یم ــهمین ــر اگــر  . ب ــارت دیگ ــراف  Gعب ــک گ ــاه آنأســی باشــد، ر nی  گ

هـاي   درجهي  دنباله، و که در آن  
  است.  گراف

GN (v)

GN (v) {u u V(G),{v,u} E(G)}  

G
v V(G)

deg(v) E


 2

G

A { , , , , }1 2 3 4 5

V(G) { , , , , , , , , , }12 13 14 15 23 24 25 34 35 45

nd (d ,d ,...,d ) 1 2i id deg(v )nd d ... d  1 2

G

12 

34 

15 23 

45 13 
35 

25 

14 24 

(الف)  )ب(
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ي  دنبالـه  صـورت  در ایـن باشـد.   5-1صورت شکل  گرافی به کنیم فرض .11-1مثال 
  .با: است برابر  ، G هاي درجه

  

 
  
  5-1شکل 

  
ي ناصـعودي از اعـداد صـحیح     دنبالهیک   مکنی فرض. 12-1گزاره 

 فقـط  و وجود دارد اگـر  dهاي  هي درج دنبالهبا Gیک گراف صورت دراینمثبت باشد. 

  زوج باشد.  اگر 
 گـراف هاي  هي درج دنباله  کنیم (شرط لازم) فرض اثبات.

  . ، داریم  7-1ي  گزارهطبق صورت  در اینباشد. 

رأســی  گــرافیــک زوج باشــد.  کنـیم  (شـرط کــافی) بــرعکس فــرض 
  . ، داشته باشیم که به ازاي هر  میساز یم

، زوج است. ابتدا dي  دنبالهیک عدد زوج است، تعداد اعداد فرد در  چون
iي مجموعه از رئوس خواهسازي دل یک جفت i{v d ــت { ــرد اسـ و  میکن یمانتخاب   فـ

هاي مورد  تعداد یال. پس از انجام این کار، میکن یمبین هر جفت انتخابی، یک یال رسم 
 جدیـد  هـاي   هخواهـد بـود و دنبالـه درج ـ    رأس زوجهـر  نیاز در 

. ام اسـت iهاي مورد نیاز رأس  تعداد یال و هر  ها زوج هستندآید که  می دست به

idتعداد ، iحال کافی است براي هر 
2

 
 
  

گـراف حاصـل    رسم کنیم. ivطوقه در رأس  

G

d ( , , , , ) 4 4 3 10

nd (d ,d ,...,d ) 1 2

n

i
i

d



1

nd (d ,d ,...,d ) 1 2G
n

i
i

d E



1

2
n

i
i

d



1
n

i n1 i ideg(v ) d
n

i
i

d



1

nd (d ,d ,...,d )    1 2

idid
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 ∎وحکم ثابت است. خواهد بودداده شده  dهاي  هي درج دنبالهداراي 

  را رسم کنید.  ي  دنباله. گراف متناظر با 13-1مثال 
گیریم. در  می ي فرد را در نظر درجه، ابتدا رئوس 12-1ي  گزارهطبق روند اثبات 

دو جفـت   تـوان  یم ـرأس  4ي فرد وجود دارد. از بین ایـن   درجهرأس از  4این دنباله، 
یـال   ها آنرا انتخاب کرد و بین  و  توان یم مثلاًدلخواه انتخاب نمود. 

ي مورد نیاز براي هر رأس، زوج اسـت و  ها الرسم نمود. پس از انجام این کار، تعداد ی
کافی است در هر حال آید.  می دست بهها  براي بقیه یال دنباله جدید

 ـآ یم ـدسـت   به 6-1شکلطوقه رسم کنیم. گراف  تعداد  ،رأس  کـه دنبالـه    دی

   داده شده است. يdهاي آن  درجه
 

 
  6-1شکل 

  
 ي دنبالهاز اعداد صحیح نامنفی را  ناصعودي ي دنباله. 14-1 تعریف

 وجـود داشـته باشـد.    d هـاي  هدرج ـ ي دنبالهاي با  هرگاه گراف ساده ؛مینام یم گرافیکی
 که گرافیکی باشد آن است ي دنبالهیک  d ي دنبالهواضح است که شرط لازم براي اینکه 

  زوج باشد ولی این شرط کافی نیست.  
برقـرار اسـت     ي دنبالـه براي  با اینکه شرط لازمالف)  .15-1مثال 
داشته باشد کـه   وجود رأس 7 باG اي مانند باید گراف ساده زیرا  ؛تسنی گرافیکیولی 

  . باشد که غیرممکن است 7 آن ي درجه نیتر بزرگ
ــرض  یم.ریگ میرا در نظر  ي  دنبالهب)  ــیم  فـ ــه کنـ  dي دنبالـ

س وجود داشته باشـد  أر 6با G اي مانند باید گراف سادهصورت  دراین ،باشد رافیکیگ
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  9     مفاهیم اولیه  

v1 سأباشد. ر d آن هاي درجه ي دنبالهکه  با تمامی رئـوس   v1پس ،است 5 ي درجهاز  
با تمامی  نیز v2پس باید ،است 5 ي درجهنیز از v2سأمجاور است. ر  دیگر از جمله

  بـا  توانـد  ینم ـ v2 پـس  ،یک استv6سأر ي درجهولی  ،رئوس دیگر مجاور باشد
  ت. گرافیکی نیس d مجاور باشد و

اي مانند  گراف ساده توان یم  . زیرا گرافیکی است ي  دنبالهج) 
  است.  dي  دنباله، آنهاي  هي درج دنبالهرسم کرد که ، 7-1شکل 

  

 
  

  7-1شکل 
  

حداقل دو نفر وجود دارند  ،نفري n در هر گروهکه  میده یم. نشان 16-1مثال 
ارائـه   مسـئله بـراي   ییک مدل گراف. آشنا هستند، که با تعداد یکسانی از افراد آن جمع

nv سأر n باG ي ساده. گراف میده یم ,..., v1  واضـح اسـت کـه    میریگ یمرا در نظر) .
بـا هـم    jvو  ivسأدو ر ،Gیک گراف ساده است.) در گراف ،ستیود ي رابطهگراف 

برابـر   ivبا هم آشنا باشند. بنابراین تعداد دوستان jvو ivفقط اگر و مجاور هستند اگر
بـا    G س درأباید نشان دهیم که دو ر مسئلهاست. براي حل Gدر iv سأر ي درجهبا 

  د. یکسان وجود دارن ي درجه
آن  هاي درجه ي دنباله؛ پس باشندگراف متمایز  يها رأستمام ي  درجهکنیم  فرض  

 هـا  رأسباید با تمامی  ي درجهس از أاست. اما ر  صورت به
هـاي  رأس ي درجـه صفر داشت. پس  ي درجهسی از أر توان ینممجاور باشد؛ در نتیجه 

G بنـابراین  . یکسـان وجـود دارد   ي درجـه  با رأسمتمایز باشد و حداقل دو  تواند ینم
  حداقل دو نفر با تعداد یکسانی از افراد جمع آشنا هستند. 

گرافیکی باشد باید بتوان یک گراف  d ي دنبالهاگر ي گرافیکی،  دنبالهطبق تعریف   
باشد. حال الگوریتمی را ارائه d  آن هاي درجه ي دنبالهرسم کرد که G ساده مانند

گرافیکی را  ي دنبالهاز روي  Gآوردن گراف دست بهبازگشتی،  صورت بهکه  میده یم
  . دهد یمنشان 
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  گراف و کاربردهاي آن  نظریه     10

nd مکنی فرض .17-1قضیه  d ... d   1 2  دري گرافیکـی باشـد.    دنبالهیک  ،0
کـه   يطور به وجود دارد  یک گراف ساده با مجموعه رئوس صورت این

ــر ــه ازاي ه i ب n1 ،  ــوس    و رأس ــا رئ  ، ... و ،  ب
  . مجاور است
 هـاي  درجـه  ي دنبالهبا اي که  ي سادهها گرافدر میان  اثبات.

  که میریگ یمرا در نظر Gي سادهد، گراف نوجود دار
r ماکسیمم باشد. اگر d1 حکم ثابت است. اگـر ،r d1 گـاه  آن، ، چـون 

 یرأس ـبا آن مجاور نیسـت و    که يطور بهوجود دارد ، ،مانند یرأس
 ، چوناز طرف دیگرمجاور است.   با  که طوري وجود دارد به ، مانند

 مجـاور اسـت ولـی بـا     svوجود دارد که با مانند یرأس، 
بـا جـایگزین کـردن     Gگرافـی باشـد کـه از گـراف    G1 مکنی مجاور نیست. حال فرض

sو  يها الی kv v ـبا  sv يهـا  الی v1  وt kv v   ـ دسـت  بـه   ـآ یم در  ).8-1(شـکل   دی
کـه   اي است که گراف ساده گراف صورت این

، گـراف مطلـوب اسـت و    Gي سادهست. پس گراف اGاین متناقض با انتخاب گراف
  ∎. شود یمحکم ثابت 

 

  
  

  8-1شکل 
  

ــیه  ــاول  .18-1قضـ ــی)  –(هـ ــدنباحکیمـ ــعودي  هلـ از  ي ناصـ
  ي دنبالــــهاعــــداد صــــحیح نــــامنفی گرافیکــــی اســــت اگــــر و فقــــط اگــــر 

  گرافیکی باشد.  
ي  عهدهتمرین به  عنوان به. اثبات میکن استفاده  ،17-1از قضیه کافی است اثبات. 
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