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 .، که یک واجب دینی استملی ي آموزي، نه تنها یک وظیفه خوانی و علم امروزه کتاب

  مقام معظم رهبري

هاي ارزیابی رشد، توسعه و پیشرفت فرهنگی هر  هدر عصر حاضر یکی از شاخص
خوانی مردم آن مرز و بوم است. ایران  کشوري میزان تولید کتاب، مطالعه و کتاب

با داشتن تمدنی چندهزارساله و مراکز متعدد علمی،  تاکنوناسلامی نیز از دیرباز 
هاي معتبر، علما و دانشمندان بزرگ با آثار ارزشمند تاریخی، سرآمد  فرهنگی، کتابخانه

سان خورشیدي  هي فرهنگ و تمدن جهانی ب هاي دیگر بوده و در عرصه ها و ملت دولت
چه کسی  .کند خویش هنرنمایی مینهاد  درخشد و با فرزندان نیک تابناك همچنان می

آور ایرانی همچون ابوعلی سینا، ابوریحان  فرزانه و نامکه در دنیا با دانشمندان است 
 ،اي نظیر فردوسی، سعدي همچنین شاعران برجستهبیرونی، فارابی، خوارزمی و ... 

امی مولوي، حافظ و ... آشنا نباشد و در مقابل عظمت آنها سر تعظیم فرود نیاورد. تم
این افتخارات ارزشمند، برگرفته از میزان عشق و علاقه فراوان ملت ما به فراگیري علم 

 ،ي الهی هاي گوناگون است. به شکرانه و مطالعه منابع و کتاب نو دانش از طریق خواند
ولی اکنون در این زمینه در چه  .و پربار است درخشانتاریخ و گذشته ما، همیشه 

هاي فرهنگی در  شده از سوي مجامع و سازمان آمار و ارقام ارائهجایگاهی قرار داریم؟ 
باشد و رهبر معظم  ي هر ایرانی، برایمان چندان امیدوارکننده نمی ي مطالعه مورد سرانه

 اند. انقلاب اسلامی نیز از این وضعیت بارها اظهار گله و ناخشنودي نموده
فت است و کتاب خوب، یکی ي دانش و معر اي به سوي گستره کتاب، دروازه

ي دستاوردهاي بشر در سراسر عمر جهان،  هاز بهترین ابزارهاي کمال بشري است. هم
ها پدید  هایی است که انسان نوشته در میان دستتا آنجا که قابل کتابت بوده است، 

هاي پیامبران به بشر، و  تعالیم الهی، درس ،نظیر ي بی آورند. در این مجموعه آورده و می
پذیر نیست.  همچنین علوم مختلفی است که سعادت بشر بدون آگاهی از آنها امکان

ترین دستاورد  از مهمشک  بخش کتاب ارتباط ندارد بی و زندگی زیباکسی که با دنیاي 
روشنی  ، بهانسانی و نیز از بیشترین معارف الهی و بشري محروم است. با این دیدگاه

توان ارزش و مفهوم رمزي عمیق در این حقیقت تاریخی را دریافت که اولین  می
و در اولین  »بخوان!« خطاب خداوند متعال به پیامبر گرامی اسلام(ص) این است که 

 سه



به تجلیل یاد  »قلم«الشأن خداوند، فرود آمده، نام  ي عظیم اي که بر آن فرستاده سوره
Ǩَ є̑أ وَ إْ͘ « است: شده ْ͟ ɕَ اҏْ رَ َ ҙ َɨѓˬ َ͇ ˬǨَ  ْͫǇِ̑ɨَمُ. اǛѓَͫی  در اهمیت عنصر کتاب براي تکامل  »َ̇

ي انسانی، همین بس که تمامی ادیان آسمانی و رجال بزرگ تاریخ بشري، از  جامعه
 اند. طریق کتاب جاودانه مانده

شمول خود با هدف آموزش براي  جغرافیایی ایران ي نور با گستره پیام  دانشگاه
محور در نظام آموزش عالی  عنوان دانشگاهی کتاب به ،وقت جا و همه همه، همه

و خردورزي بخش عظیمی از جوانان سازي  کشورمان، افتخار دارد جایگاه اندیشه
جویاي علم این مرز و بوم باشد. تلاش فراوانی در ایام طولانی فعالیت این دانشگاه 

ظران برجسته ن هاي گرانقدر استادان و صاحب ربهگیري از تج انجام پذیرفته تا با بهره
شاخص و خودآموز تولید شود. در آینده درسی ها و منابع آموزشی  کشورمان، کتاب

این مهم با هدف ارتقاي سطح علمی، روزآمدي و توجه بیشتر به نیازهاي مخاطبان  هم،
طور قطع استفاده از نظرات استادان،  نور با جدیت ادامه خواهد داشت. به دانشگاه پیام

رسان  ي مهم و خطیر یاري ما را در انجام این وظیفه ،نظران و دانشجویان محترم صاحب
هاي خود ما را در دمی عزیزانی که با نقد، تصحیح و پیشنهاخواهد بود. پیشاپیش از تما

م. لازم است از تمامی ینمای رسانند، سپاسگزاري می ي خطیر یاري می انجام این وظیفه
و ما را در سازي خود دانسته  نور را منزلگه اندیشه اندیشمندانی که تاکنون دانشگاه پیام

اند، صمیمانه قدردانی گردد. موفقیت  هتولید کتاب و محتواي آموزشی درسی یاري نمود
 ست.ا پژوهان عزیز آرزوي همیشگی ما و بهروزي تمامی دانشجویان و دانش
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پيشگفتار
است. اين امر فردي داشته حصربهدر جهان رياضيات هميشه موقعيت من نظريه اعداد

هاي علمي  پذير اين موضوع است. يكي از معدود رشته دليل اهميت تاريخي ترديدنا به
رسد كه حتي فكر هاي قابل اثبات آن به زماني مي  برخي از نتيجه هاست كه پيشين

است. از دوران باستان، تقريباً در هر سده تأسيس دانشگاه يا آكادمي مطرح نبوده
است؛ و بسياري از ي اعداد صورت گرفتهها گياي درباره ويژ ه كشفيات جذاب تاز

هاي خود در اين حيطه از دانش به پژوهش بزرگان علوم رياضي در مقطعي از فعاليت
دانان ناپذيري در نظر رياضي مقاومت هاند. چرا نظريه اعداد اين چنين جاذب پرداخته

هاي آن است.  لهئبودن صورت مس ا مبتني بر سادهه است؟ يكي از پاسخ  برجسته داشته
توان العاده دشوار است، ولي مي هاي نظريه اعداد فوق  لهئگرچه حل بسياري از مس

ها را چنان ساده بيان كرد كه حتي علاقه و كنجكاوي كساني را كه آموزش صورت آن
ها ههاي آن كه سد  لهئترين مس ظاهر ساده اند، برانگيزد. برخي از به رياضي زيادي نديده

نشده در هاي حل  لهترين مسئ است، هنوز جزء غامض بودهدر معرض زورآزمايي فكري 
 آيند.   كل رياضيات به حساب مي

تاخص به اعداد صحيح مثب طور بهو  ي اعداد صحيحها گيبه ويژ نظريه اعداد
نامناسب به يونانيان گذاري پردازد. پيشينه اين نام اند) مي نيز معروف (كه اعداد طبيعي

شد. فقط به عدد صحيح مثبت اطلاق مي» عدد«ها واژه  رسد كه در قاموس آن اوليه مي
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كه بر اصل ي بيان شودنحو بهايم مطالب و قضايا  در اين كتاب كوشيده
هاي كاربردي و تكنيكي  خودآموزي استوار باشد. براي اين منظور، هر فصل شامل مثال

دست آورد. خواننده نسبت به حل تمرينات مهارت لازم را به شود است كه موجب مي
هاي اساسي اعداد هاي بعد و خاصيت  مطالب مورد نياز فصل در فصل اول

در فصل دوم بيان يتم تقسيمو قضيه الگور پذيري شود. بخش مطرح مي و طبيعي صحيح
در فصل چهارم باپردازد.  هاي آن مي د. فصل سوم به مطالعه اعداد اول و كاربردشو مي

يها همنهشتيشويد. فصل پنجم به حل و بحث  شتي و خواص آن آشنا ميهرابطه همن
و پردازد. در فصل ششم با انواع توابع حسابي ي اوليه ميها ريشهو معرفي  اي جملهچند

ي درجه دوم معرفي وها ماندهو نا ها ماندهشويد. در فصل هفتم  ها آشنا مي هاي آن كاربرد
كه يكي از هاي مسلسل و معادله پل شويد. كسر آشنا مي ن تقابل مربعيبا قانو
د.شو ميدر فصل هشتم مطرح  است هاي آن كاربرد

شود نظرها و دانشجويان و اساتيد محترم دانشگاه تقاضا مي ويژه بهاز خوانندگان، 
ياه چاپنظر براي كنند تا در تجديدكتاب ارسال  هنويسندهاي خود را براي  پيشنهاد

بعدي مورد استفاده قرار گيرد.
دانم از كساني كه در مراحل مختلف چاپ كتاب اينجانب را خود لازم مي در پايان بر

كتاب جناب آقاي دكتر محترم . در ابتدا از ويراستار علمياند، سپاسگزاري كنم كردهياري 
كر ومودم، تشمحمد حميدي كه از نظرات و پيشنهادات ارزشمند ايشان استفاده ن

دريغ همسرم جناب آقاي دكتر پيمان غياثوند كه در تمامي  م. از زحمات بيكن قدرداني مي
مراحل تأليف كتاب همراه و همكار اينجانب بودند كمال تشكر و قدرداني را دارم.

خصوص سركار خانم معدلت صميمانه همچنين از همكاران محترم در مديريت تدوين به
كنم. تشكر مي
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ولافصل 

نياز و مفاهيم بنيادي مطالب پيش

هدف كلي
و خاصـيت ارشميدسـي اعـداد   بيان  ،حقيقي مرتب اعداد ميدان تشريح مختصر دستگاه

بعـد مـورد بحـث قـرار    هـاي    كه در فصـل  و اعداد طبيعي آشنايي با حلقه اعداد صحيح
 ند.گير مي

يادگيري هاي هدف
وانند:دانشجويان بعد از مطالعه اين فصل بايد بت

آشنا شوند. صحيح با ساختار اعداد. 1
را بدانند. طبيعي اعداد ترتيبي شاصل خو. 2
كنند.بيان  و استقراء قوي را اهياصل استقراء متن. 3
را بدانند. خاصيت ارشميدسي اعداد. 4
حل كنند. راحتي بهمربوط به اين فصل را هاي  مسائل و تمرين. 5

مقدمه
جزء ويم. مثلاً قلمرو تابعش مي مواجه موارد زيادي با اعداد حقيقيدر  در درس نظريه اعداد

فـراوان دارد،دهـاي  ، كه در نظريه اعداد از اهميت خاصي برخـوردار اسـت و كاربر  صحيح
ابتـدا بـا سـاختمان مرتـب اعـداد حقيقـي آشـنا       در اين فصل  است. مجموعه اعداد حقيقي
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بـه بررسـي خـواص     و اعداد صـحيح  عياعداد طبيي ها دستگاهويم و سپس با معرفي ش مي
نظريه اعداد در نظريـه  هاي  بردكار  بهعلاوه، چون در اين درس  دازيم. بهپر مي اعداد صحيح

، تعريف گـروه آبلـي كـه    است آمده ميان جبري بهي ها تمانشده و بحث ساخ توجه ها گروه
تـر و   يعجبري اسـت و آشـنايي بـا آن باعـث درك وس ـ     هاي ترين ساختمان يكي از اساسي

در  بنابراين .كند مي ود، ضرورت پيداش مي جبريي ها تمانو ديگر ساخ ميدان تر مفهوم عميق
  نيم.ك بيان مي بعد راهاي   از فصلاين فصل، مفاهيم بنيادي اعداد صحيح و مطالب مورد ني

 
  حقيقي ميدان مرتب اعداد 1-1

بيـان   ضـاياي آن را را معرفـي و ق  حقيقـي  مرتـب اعـداد   ميدان در اين بخش، ساختمان
  نيم:ك مي بحث را با تعريف زير شروع در آغاز نيم.ك مي
  
  تعريف 1-1-1

روي آن تعريف شده باشـد.   * تهي باشد و عمل دوتايييك مجموعه نا Gفرض كنيد 
)گوييم  , )G  يك گروه است هرگاه داشته باشيم:  

,هـر   ازاي بـه باشـد، يعنـي   پذير   شركت *با عمل  Gالف)  ,a b c G ؛ اتحـاد 

( ) ( )a b c a b c     باشد برقرار.  
e داراي عضو هماني باشـد، يعنـي عنصـري ماننـد      Gب)  G   موجـود باشـد

aهر  ازاي به كه يطور به G ؛ اتحادa e e a a    .برقرار باشد  
aهـر   ازاي بهداراي عضو معكوس باشد، يعني  Gج) هر عنصر  G  عنصـري ،

bمانند G  اتحاد  كه يطور بهموجود باشدa b b a e    .برقرار باشد  
a,هر  ازاي بهو هرگاه  b G ،a b b a  گاه  ، آن( , )G  يك گروه آبلي  را

  گوييم.
  
  تعريف 1-1-2

)اي با حداقل دو عضو باشد كه دو عمـل جمـع    مجموعه Fفرض كنيد  )   و ضـرب
( ) وي آن تعريف شده باشد. گـوييم  ر( , , .)F   جبـري اسـت، هرگـاه     ميـدان  يـك

  داشته باشيم:
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)الف)  , )F  .يك گروه آبلي باشد  
)ب)  { }, )F   .يك گروه آبلي باشد  

  
  تعريف 1-1-3

)فرض كنيد  , , .)F  كه تعـدي و  اي  هو يك رابطه ترتيبي اكيد (رابط باشد ميدان يك
)) مانند متقارن پاد ) روي F  تعريف شده باشد. گـوييم F    نسـبت بـه  ميـدان  يـك 

  ت، هرگاهمرتب اس
, هر ازاي بهالف)  ,a b c F ؛ اگرa bگاه ، آن a c b c  .  
,هر  ازاي بهب)  ,a b c F ؛ اگرa b  وc   آنگاه ،ac bc.  

  يم:رس مي مبحثترين كلام اين  اكنون به اساسي
  
  قضيه 1-1-4

شـمار   بهاز اعضاي آن  1،0 هيم و اعدادد مي نشان ϒ كه آن را با حقيقي مجموعه اعداد
)يا مساوي معمولي  تر كوچكند، با عمل جمع و ضرب معمولي و رابطه رو مي )  يـك 

  مرتب است. ميدان
مرتـب اعـداد    ميـدان  خواصي از ،صحيحو اعداد  طبيعي براي درك مفهوم اعداد

  نيم.ك بيان مي را حقيقي
  
  قضيه 1-1-5

,فرض كنيد  ,c b a اعضاي دلخواهي از ϒ  داريم: صورت اينباشند. در  
aالف) هرگاه  b a c  گاه  ، آنb c.  

aب)  a       
)پ) )a a      
)ت)  ) ( ) ( )a b a b ab      
)ث)  )a a  1  

aج) هرگاه   گاه  ، آنa    و هرگاهa  گاه  ، آنa  .  
aچ) هرگاه   گاه  ، آنa 2 .  
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1ح)    
aخ) هرگاه  b آنگاه ،b a    

  
نتيجه  1-1-6       2 1 1 2    

 ، نامتناهيحقيقي مرتب اعداد ميدان ويژه همرتب، ب ميدان هد كه هرد مي اين نتيجه نشان
,است و اعداد  , , , , ,n n 1 2 3 1  .نـيم  ك مـي  ملاحظهكه  چنان در آن عضويت دارند

xيكي از اين اعداد باشد،  x اگر 1 اسـت. بنـابراين تعريـف زيـر را     ها  آن نيز يكي از
  داريم:

  
  تعريف 1-1-7

  .Aϒرا در نظر بگيريد و فرض كنيد  ϒ مرتب ميدان
  .A1را يكدار گوييم، هرگاه  Aالف) 
aاگر  كه صورتيرا استقرايي گوييم در  Aب)  Aگاه  ، آنa A 1.  

 
  طبيعي اعداد 1-2

 مجموعه اعداد , , , , ,n n 1 2 1  هاي   عهمجمويكي از زيرϒ     اسـت كـه يكـدار و
ي يكدار و استقرايي ديگري نيز دارد. مثلاً ها مجموعهزير ϒاستقرايي است.  , , ,1 2  

 و ,x x x 0ϒ. كه مجموعه اعداد  آيد   ميها بر از اين نمونه , ,1 2  ين تـر  كوچك
  ت كه يكدار و استقرايي است.اس ϒمجموعه زير
  
  تعريف 1-2-1

 را مجموعه اعـداد طبيعـي   حقيقي يكدار و استقرايي از اعدادهاي   عهاشتراك همه مجمو
  هيم.د مي نشان ∞ گوييم و آن را با

  اين تعريف مستلزم اصل استقراي رياضي است.
  
  اصل استقراي رياضي 1-2-2

A گاه يكدار و استقرايي باشد، آن Aو  ∞Aاگر  ∞.  
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، ∞A ،1-2-1يكدار و استقرايي اسـت، پـس بنابـه تعريـف      Aچون  اثبات:
Aبنابراين  ∞.  

  
  صحيح اعداد 1-3

كـه در   ، حلقـه اسـت.  اسـت  ار مـورد توجـه  كه بسيرياضي ي ها تمانيكي ديگر از ساخ
كه خواهيد ديد بـا   نيم. در اين درس، چنانك بيان مي يادآوري، تعريف آن را برايجا  اين

  ويم.ش مي چند حلقه خاص آشنا
  
  تعريف 1-3-1

 يك مجموعه ناتهي باشد كه دو عمل جمـع و ضـرب روي آن تعريـف    Rفرض كنيد 
)شده باشد. گوييم   , , .)R  داشته باشيم: اهگك حلقه است هري  

)الف)  , )R  .يك گروه آبلي باشد  
  باشد.پذير   و نسبت به جمع، توزيعپذير   شركت Rب) عمل ضرب روي 

)هرگاه حلقه  , , .)R  باشد و عنصري ماننـد  پذير   با عمل ضرب تعويضR1 
aهر  ازاي بهموجود باشد كه  R داشته باشيم ،.a a a  1 )گاه  آن 1 , , .)R   را يك

  يكدار گوييم.پذير   حلقه تعويض
هـيم كـه   د مـي  را معرفـي كنـيم و نشـان    صحيح هيم مجموعه اعداداخو مي اكنون

يكـدار  پـذير    مجموعه اعداد صحيح با عمل جمع و ضرب معمولي يك حلقـه تعـويض  
  است.

  
  تعريف 1-3-2

  نيم:ك مي هيم، چنين تعريفد مي نشان ′كه آن را با  صحيح مجموعه اعداد
 ( )  0′ ∞Υ ∞ Υ كه  n n   ∞ ∞  

  

بـا ايـن   ثابـت كنـيم   اينكـه   ، بـراي حقيقي به استناد خواص جمع و ضرب اعداد
جمـع و   است، كافي است ثابت كنيم كه حاصليكدار پذير   يك حلقه تعويض ′اعمال، 
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بيـان   اين مقصود،، يك عدد صحيح است. براي نيل به صحيح ضرب هر دو عدد حاصل
 زير ضروري است. و اثبات چند لم

  
  لم 1-3-3

 گاه ، آن∞nهرگاه  n  1 0∞Υ.  
 فرض كنيد اثبات:  ,A n n n   1 0∞ ∞Υ .ود كـه  ش مي ديده آساني بهA 

A است، و بنابراين طبيعي يك مجموعه يكدار و استقرايي از اعداد ∞ .■  

  
  لم 1-3-4
x گاه ، آن′x ، اگرعلاوه بهاستقرايي است و  ′ ′.  

خاصـيت ديگـر مسـتقيم از     استقرايي اسـت.  ′كافي است ثابت كنيم كه  اثبات:
mدلخواه باشد. اگـر   صحيح يك عدد mود. فرض كنيد ش مي نتيجه ′عريف ت     يـا

m∞ يمگيـر  مـي  استقرايي است نتيجه ∞اينكه  با توجه به ′، از تعريف m  1 ′ .
، 3-3-1 بنا بـه لـم   صورت اين. در ∞n باشد كه در آن n صورت به mفرض كنيد 

 n  1 0∞Υ  كه يكي از دو حالـت .n  1 يـا   ∞ n  1  هـد. امـا در  د مـي  رخ 0
)از اين دو حالت هريك  )m n   1 يم كـه  گيـر  مي نتيجه ′تعريف . بنابراين از 1

m  1   ■و برهان تمام است.  ′
  
  لم 1-3-5

m گاه ، آن∞n و ′mاگر  n ′.  
m. فرض كنيد اثبات: m′  اريم و به استقراء نسبت بـه  د مي ثابت نگهراn  ثابـت 

m نيم كهك مي n ′ اسـتقرايي اسـت از فـرض     ′ . چـونm′،  يمگيـر  مـي  نتيجـه 
m  1 ــر′ mو  ∞n . اگ n ′ ــاوي )، تس ) ( )m n m n    1 ــاب 1  ايج

)كه  كند مي )m n  1  ■؛ و بنابراين اثبات به استقراء تمام است. ′

  
  قضيه 1-3-6

  ، يك عدد صحيح است.صحيح جمع هر دو عدد حاصل
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 گـاه  ، آن∞n، اگـر  5- 3- 1 باشند. بنابر لم صحيح دو عدد n,m فرض كنيد اثبات:
m n ′ اگر .n  گاه  ، آنm n m m    .  فرض كنيـدn p   كـه در آن 

p∞ــه حالــت اول ــا ب m ،. بن p  ′ــا ) . ام )m n m p m p      از . 
mيم كه گير مي نتيجه 4-3-1، از لم رو اين n ′  .و برهان تمام است■  

  
  قضيه 1-3-7

  ، يك عدد صحيح است.صحيح ضرب هر دو عدد لحاص
nباشند. اگر  صحيح دو عدد n,m فرض كنيد اثبات:  گاه بنا بـه قضـيه   ، آن 

1-1-5،m n m     اگر .n p   كه در آنp∞گاه با توجـه بـه قضـيه     ، آن
1-1-5،( ) ( )m n m p m p       بنابراين براي اتمام برهان، كافي است ثابت .

m گاه ، آن∞nكنيم كه اگر  n ∞ اسـتقراء نتيجـه    و بـه  آسـاني   به. اثبات اين حكم 
  ■ود. ش مي

1اينكـه   از مطالب بالا و از بنابراين x′ ،xو بـراي هـر    ′ x x   1 1 ،
x,هر  ازاي بههمچنين  y′ ،xy yxود:ش مي ، قضيه زير نتيجه  

  
  قضيه 1-3-8

يكـدار  پـذير    با عمل جمع و ضرب معمولي يك حلقـه تعـويض   صحيح مجموعه اعداد
  است.

، ايـن بخـش را بـه    2-3-1و اثبات يكي ديگر از نتايج تعريـف  بيان  در نهايت با
  انيم.رس مي پايان

  
  قضيه 1-3-9

  اشد.است كه مثبت ب فقط و فقط وقتي طبيعي صحيح هر عدد
از صفرند و بنابراين اثبـات   تر بزرگ طبيعي با توجه به تعريف، همه اعداد اثبات:

مثبـت باشـد.    صـحيح  يـك عـدد   mلزوم برقرار است. براي اثبات كفايت، فرض كنيـد  
دارد  وجـود  n ، عـددي طبيعـي ماننـد   ∞mهـد كـه اگـر    د مـي  نشان 2-3-1تعريف 
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m كه يطور به n  لذا .m n n n      )′       يك حلقـه اسـت) كـه ايـن يـك
m,تناقض است زيرا  n   بنابراين فرض .m∞  .باطل و برهان تمام است■  

 
  و نتايج آن ترتيبي خوشاصل  1-4

است را معرفي كنيم. اين اصل،  ترتيبي خوشهيم اصلي كه مرسوم به اصل خوا مي اكنون
 فراواني است.هاي  اهميت و كاربرد و داراي بوده ستقراء رياضيمعادل اصل ا

  
  تعريف 1-4-1

 گـوييم، هرگـاه رابطـه     مرتب جزئي را نسبت به رابطه  Sتهي الف) مجموعه غير
 مثال، مجموعه اعداد عنوان به كاسي، پادمتقارن و تعدي باشد.داراي خاصيت انع Sروي 
يك مجموعه مرتب جزئي اسـت. همچنـين،    مساوي معمولي، تر كوچكبا رابطه  طبيعي

)مجموعه  )P A مجموعه تواني)A(بودن  مجموعه) با رابطه زير   يـك مجموعـه ،(
  مرتب جزئي است.

گـوييم، هرگـاه    مرتـب كلـي   را نسبت به رابطه  S ب) مجموعه مرتب جزئي
x,باشند، يعني براي هر پذير   عناصر آن مقايسه y S ،x y  ياy x. عنـوان  به 

,هاي   عهمجموهريك از مثال،  ,ϒ′∞   يـا مسـاوي معمـولي، يـك      تـر  كوچـك با رابطـه
  مجموعه مرتب كلي است.

  
  تعريف 1-4-2

)فرض كنيد  , )S  باشد و  يك مجموعه مرتب جزئيE S   صورت اين. در  
Sالف) عنصر     را يك كران پـايينE    هـر   ازاي بـه گـوييم، هرگـاهx E 

xداشته باشيم  .  
Sب) عنصر   ي را يك كران بالاE  هر  ازاي بهگوييم، هرگاهx E اشته د

xباشيم  .  
  
  تعريف 1-4-3

)فرض كنيد  , )S  باشد و  يك مجموعه مرتب جزئيE S  صورت اين . در  
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يم و با نماد گوي مي E، اينفيمم وجوددرصورت را  Eكران پايين  ينتر بزرگالف) 
inf( )E هيم.د مي نمايش  

يم و بـا  گـوي  مي E، سوپريمم وجوددرصورت را  Eين كران بالاي تر كوچكب) 
)supنماد  )E هيم.د مي نمايش  

  
  تعريف 1-4-4

)فرض كنيد  , )E  صورت اينباشد. در  يك مجموعه مرتب جزئي  
eالف) عنصر  E يرا عضو ابتدا E  هر  ازاي بهگوييم، هرگاهa E ؛e a.  
eب) عنصر  E  ي انتهارا عضوE  هر  ازاي بهگوييم، هرگاهb E؛b e .  

  
  ترتيبي خوشاصل  1-4-5

  مثبت، داراي عضو ابتدا است. صحيح عداداز ا Sمجموعه ناتهي هر زير
  
  )قضيه (خاصيت ارشميدسي 1-4-6

b,اگر  a صـحيح مثبـت    عـدد گـاه يـك    مثبت باشـند، آن  صحيح اعدادn   وجـود دارد
na كه يطور به b.  

abفرض كنيد (فرض خلف)  اثبات:  هر عدد ازاي به كه يطور بهاي موجود باشند ,
n ،naمثبت  صحيح b.  

مثبت است  صحيح يك عدد n مجموعه ناتهي صورت ايندر  |S b na  
mabين عضو مانند تر كوچكداراي  ترتيبي خوشبنا به اصل     است. توجه كنيد كـه

amb )( 1  نيز درS  واقع است، زيراS  صـحيح اسـت.    اعـداد  گونـه  اينحاوي همه
)علاوه،  هب ) ( )b m a b ma a b ma      1 ه متنـاقض بـا انتخـاب    ك ـb ma 
م فرض خلف باطل و حك ـدرنتيجه  است. Sين عدد صحيح متعلق به تر كوچك عنوان هب

  ■بر قرار است. 
  .است مستلزم قضيه استقراء متناهي ترتيبي خوشاصل 
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  )(نخستين اصل از استقراء متناهيقضيه  1-4-7
)،∞n فرض كنيد براي هر )p n  كه يطور بهيك گزاره نما باشد  

) الف) )p   درست باشد. 1
)) هرگاه ب )p k  درست باشد، بتوان نتيجه گرفت( )p k 1 .درست است  
)، ∞nبراي هر  صورت اين در )p n .درست است  

)فرض كنيـد   اثبات: )p n رسـت اسـت  د E n ∞ و A E ∞  كـافي .
Aاست نشان دهيم  ) . فرض خلف) فـرض كنيـد   اثبات با استفاده ازA   در .

A صورت اين  ∞ترتيبي خوش . طبق اصل ،A    داراي عضو ابتـدا ماننـدa   .اسـت
aدرنتيجه  .A1، پس E1چون   a، بنابراين 1  1   از طرفـي .a A 1 )a 

ــابراين  Aعضـــو ابتـــدا  aاســـت). بنـ E 1،  طبـــق فـــرض داريـــم درنتيجـــه
Eaa  ــا  )(11 ــه ب aك A   ــابراين ــت، بن ــاقض اس Aدر تن .  ــه درنتيج

E Aطبيعي ، يعني براي هر عدد n ،( )p n  .درست است■  
  

  مثال
  ؛∞n هر ازاي بهنشان دهيد 

( )( )n n n
n

 
    2 2 2 2 1 2 11 2 3 6  

  

nاثبات به روش استقراء. اگر  حل: 1گاه  ، آن( )( ) 
1 11 1 2 11 )، يعني 6 )p 1 

)درست است. فرض كنيد  )p k درست باشد؛  
( )( )k k k

k
 

    2 2 2 2 1 2 11 2 3 6  
  

)حال درستي  )p k 1 هيم. طرفين فـرض اسـتقراء را بـا    د مي را نشان( )k  21 
  خواهيم داشت: بنابرايننيم. ك مي جمع

  

   

( ) ( )
k k k

k k k

k k k

 
        

  


2 2 2 2 2 21 2 11 2 3 1 16
1 2 2 3

6



  

  ■درست است. nمثبت  صحيح لذا طبق قضيه استقراء، رابطه فوق براي هر عدد
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  مثال
؛ ∞nهـر   ازاي بـه  صـورت  ايـن . در a1باشد كه  حقيقي يك عدد aفرض كنيد 

( )na na  1 1.  
nفرض كنيد  حل: 1 صورت اين. در ( )a a  11 1  يك عدد k. فرض كنيد 1

)مثبت دلخواه باشد كه  صحيح )ka ka  1   . بنابراين خواهيم داشت:1
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

k k
a a a ka a

k a ka k a


      

      

1

2
1 1 1 1 1

1 1 1 1
  

  

  ■قرار است. در نتيجه بنا به قضيه استقراء، حكم بر
  

  مثال
  ؛∞nهر  ازاي بهنشان دهيد 

( !) ( !) ( !) ( !) ( )!n n n      1 1 2 2 3 3 1 1  
  

nفرض كنيد  حل: 1 ،! ( )!  1 1 1 مثبـت   صـحيح  يك عـدد  k. فرض كنيد 1
ــه   )دلخــواه باشــد ك !) ( !) ( !) ( !) ( )!k k k      1 1 2 2 3 3 1 1 ــن. در  صــورت اي

  خواهيم داشت:
( !) ( !) ( !) ( !) ( )( )! ( )! ( )( )!

( )!( )

( )!( )

( )!

k k k k k k k

k k

k k

k

            
    
   
  

1 1 2 2 3 3 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1
1 2 1
2 1



  

  

  ■در نتيجه بنا به قضيه استقراء، حكم برقرار است. 
طوري تعميم داد كـه شـروع    توان مي را كه استقراي متناهي كند ميبيان  اصل زير

  ديگري باشد. مثبت صحيحيك از هر عدد  عدد جاي بهاثبات 
  
  دومين اصل از استقراء متناهي 1-4-8

nمثبت و براي  صحيح يك عدد mاگر  m ،( )p n كه يطور بهك گزاره نما باشد ي 

)) الف )p m .درست باشد  




