
 
 
 
 
 
 

                 
 
 
 
 
 

 1 فلدیمن هندسه
 )یاضیر ارشدکارشناسی (

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 

 میزع رحسامیامدکتر     یمیرقیچیچا محمددکتر 
 
 
 



 .، که یک واجب دینی استملی ي آموزي، نه تنها یک وظیفه خوانی و علم امروزه کتاب

  مقام معظم رهبري

هاي ارزیابی رشد، توسعه و پیشرفت فرهنگی هر  هدر عصر حاضر یکی از شاخص
خوانی مردم آن مرز و بوم است. ایران  کشوري میزان تولید کتاب، مطالعه و کتاب

با داشتن تمدنی چندهزارساله و مراکز متعدد علمی،  تاکنوناسلامی نیز از دیرباز 
هاي معتبر، علما و دانشمندان بزرگ با آثار ارزشمند تاریخی، سرآمد  فرهنگی، کتابخانه

سان خورشیدي  هي فرهنگ و تمدن جهانی ب هاي دیگر بوده و در عرصه ها و ملت دولت
چه کسی  .کند خویش هنرنمایی مینهاد  درخشد و با فرزندان نیک تابناك همچنان می

آور ایرانی همچون ابوعلی سینا، ابوریحان  فرزانه و نامکه در دنیا با دانشمندان است 
 ،اي نظیر فردوسی، سعدي همچنین شاعران برجستهبیرونی، فارابی، خوارزمی و ... 

امی مولوي، حافظ و ... آشنا نباشد و در مقابل عظمت آنها سر تعظیم فرود نیاورد. تم
این افتخارات ارزشمند، برگرفته از میزان عشق و علاقه فراوان ملت ما به فراگیري علم 

 ،ي الهی هاي گوناگون است. به شکرانه و مطالعه منابع و کتاب نو دانش از طریق خواند
ولی اکنون در این زمینه در چه  .و پربار است درخشانتاریخ و گذشته ما، همیشه 

هاي فرهنگی در  شده از سوي مجامع و سازمان آمار و ارقام ارائهجایگاهی قرار داریم؟ 
باشد و رهبر معظم  ي هر ایرانی، برایمان چندان امیدوارکننده نمی ي مطالعه مورد سرانه

 اند. انقلاب اسلامی نیز از این وضعیت بارها اظهار گله و ناخشنودي نموده
فت است و کتاب خوب، یکی ي دانش و معر اي به سوي گستره کتاب، دروازه

ي دستاوردهاي بشر در سراسر عمر جهان،  هاز بهترین ابزارهاي کمال بشري است. هم
ها پدید  هایی است که انسان نوشته در میان دستتا آنجا که قابل کتابت بوده است، 

هاي پیامبران به بشر، و  تعالیم الهی، درس ،نظیر ي بی آورند. در این مجموعه آورده و می
پذیر نیست.  همچنین علوم مختلفی است که سعادت بشر بدون آگاهی از آنها امکان

ترین دستاورد  از مهمشک  بخش کتاب ارتباط ندارد بی و زندگی زیباکسی که با دنیاي 
روشنی  ، بهانسانی و نیز از بیشترین معارف الهی و بشري محروم است. با این دیدگاه

توان ارزش و مفهوم رمزي عمیق در این حقیقت تاریخی را دریافت که اولین  می
و در اولین  »بخوان!« خطاب خداوند متعال به پیامبر گرامی اسلام(ص) این است که 

 سه



به تجلیل یاد  »قلم«الشأن خداوند، فرود آمده، نام  ي عظیم اي که بر آن فرستاده سوره
Ǩَ є̑أ وَ إْ͘ « است: شده ْ͟ ɕَ اҏْ رَ َ ҙ َɨѓˬ َ͇ ˬǨَ  ْͫǇِ̑ɨَمُ. اǛѓَͫی  در اهمیت عنصر کتاب براي تکامل  »َ̇

ي انسانی، همین بس که تمامی ادیان آسمانی و رجال بزرگ تاریخ بشري، از  جامعه
 اند. طریق کتاب جاودانه مانده

شمول خود با هدف آموزش براي  جغرافیایی ایران ي نور با گستره پیام  دانشگاه
محور در نظام آموزش عالی  عنوان دانشگاهی کتاب به ،وقت جا و همه همه، همه

و خردورزي بخش عظیمی از جوانان سازي  کشورمان، افتخار دارد جایگاه اندیشه
جویاي علم این مرز و بوم باشد. تلاش فراوانی در ایام طولانی فعالیت این دانشگاه 

ظران برجسته ن هاي گرانقدر استادان و صاحب ربهگیري از تج انجام پذیرفته تا با بهره
شاخص و خودآموز تولید شود. در آینده درسی ها و منابع آموزشی  کشورمان، کتاب

این مهم با هدف ارتقاي سطح علمی، روزآمدي و توجه بیشتر به نیازهاي مخاطبان  هم،
طور قطع استفاده از نظرات استادان،  نور با جدیت ادامه خواهد داشت. به دانشگاه پیام

رسان  ي مهم و خطیر یاري ما را در انجام این وظیفه ،نظران و دانشجویان محترم صاحب
هاي خود ما را در دمی عزیزانی که با نقد، تصحیح و پیشنهاخواهد بود. پیشاپیش از تما

م. لازم است از تمامی ینمای رسانند، سپاسگزاري می ي خطیر یاري می انجام این وظیفه
و ما را در سازي خود دانسته  نور را منزلگه اندیشه اندیشمندانی که تاکنون دانشگاه پیام

اند، صمیمانه قدردانی گردد. موفقیت  هتولید کتاب و محتواي آموزشی درسی یاري نمود
 ست.ا پژوهان عزیز آرزوي همیشگی ما و بهروزي تمامی دانشجویان و دانش

 
 
 

 
 نور دانشگاه پیام

 چهار



مطالب فهرست

سیزده پیشͽفتار

١ منیفلد مطالعه ابزارهای اول. فصل

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلͬ هدف

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یادگیری هدف های

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه

٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجموعه ͷی روی توپولوژی ١ ‐ ١

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوستگͬ ١ ‐ ٢

١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͷتفکی اصول ١ ‐ ٣

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم و اول نوع پذیری شمارش ۴ ‐ ١

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حاصلضربی توپولوژی ۵ ‐ ١

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قسمتͬ خارج توپولوژی ۶ ‐ ١

٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همبندی ١ ‐ ٧

٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ جبر ١ ‐ ٨

٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دترمینان ١ ‐ ٩

پنج



٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول فصل خلاصه

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول فصل تشریحͬ خودآزمایی

۴۵ اقلیدسͬ فضای در هموار تابع های دوم. فصل

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلͬ هدف

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یادگیری هدف های

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C∞ تابع های ٢ ‐ ١

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باقیمانده با تیلور قضیه ٢ ‐ ٢

۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیر دیفرانسیل پیوسته طور به توابع ٢ ‐ ٣

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرتبط نتایج و معکوس تابع قضیه ۴ ‐ ٢

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم فصل خلاصه

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم فصل تشریحͬ خودآزمایی

۶۵ منیفلدها سوم. فصل

۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلͬ هدف

۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یادگیری هدف های

۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه

۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͷتوپولوژی منیفلد ٣ ‐ ١

٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سازگار نقشه های ٣ ‐ ٢

٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هموار منیفلدهای ٣ ‐ ٣

٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هموار منیفلدهای از مثال هایی ۴ ‐ ٣

٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرزدار منیفلدهای ۵ ‐ ٣

٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سوم فصل خلاصه

٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سوم فصل تشریحͬ خودآزمایی

٨٩ قسمتͬ خارج فضاهای چهارم. فصل

شش



٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلͬ هدف

٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یادگیری هدف های

٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه

٩٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قسمتͬ خارج توپولوژی ١ ‐ ۴

٩١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نگاشتها پیوستگͬ ٢ ‐ ۴

٩١ . . . . . . . . . . . . . . . . . نقطه ͷی با ای زیرمجموعه سازی یͺسان ٣ ‐ ۴

٩٣ . . . . . . . . . . . . . قسمتͬ خارج فضاهای بودن هاوسدورف ملزمات ۴ ‐ ۴

٩٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باز ارزی هم روابط ۵ ‐ ۴

٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حقیقͬ تصویری فضای ۶ ‐ ۴

١٠١ . . . . . . . . . . . . . . . . . حقیقͬ تصویری فضای برای C∞ اطلس ٧ ‐ ۴

١٠٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چهارم فصل خلاصه

١٠٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چهارم فصل تشریحͬ خودآزمایی

١٠۵ منیفلدها روی هموار نگاشت های پنجم. فصل

١٠۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلͬ هدف

١٠۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلͬ هدف

١٠۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه

١٠۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هموار نگاشت های و تابع ها ١ ‐ ۵

١١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوششͬ نگاشت های ٢ ‐ ۵

١١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل نگاشت های ٣ ‐ ۵

١٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واحد افراز ۴ ‐ ۵

١٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پنجم فصل خلاصه

١٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پنجم فصل تشریحͬ خودآزمایی

١٢٩ منیفلد ها بر مماس فضای ششم. فصل

١٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلͬ هدف

١٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه

هفت



١٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Rn در مماس بردارهای ١ ‐ ۶

١٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نقطه ͷی در مشتق ٢ ‐ ۶

١٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری میدان ٣ ‐ ۶

١٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری مشتق عنوان به برداری میدان های ۴ ‐ ۶

١٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نقطه ͷی در مماس فضای ۵ ‐ ۶

١۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نگاشت ͷی مشتق ۶ ‐ ۶

١۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نقطه ͷی در مماس فضای پایه ٧ ‐ ۶

١۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق موضعͬ توصیف ٨ ‐ ۶

١۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منیفلد روی خم ها ٩ ‐ ۶

١۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خم ها ͷکم به مشتق ۶ ‐ ١٠محاسبه

١۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بحرانͬ و منظم نقاط ۶ ‐ ١١رتبه،

١۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ششم فصل خلاصه

١۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ششم فصل تشریحͬ خودآزمایی

١۵٧ زیرمنیفلدها هفتم. فصل

١۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلͬ هدف

١۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یادگیری: هدف های

١۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیرمنیفلد مفهوم ٧ ‐ ١

١۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تابع ͷی صفرهای مجموعه ٧ ‐ ٢

١۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظم تراز مجموعه قضیه ٧ ‐ ٣

١۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظم زیرمنیفلدهای مثال های ۴ ‐ ٧

١۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هفتم فصل خلاصه

١۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هفتم فصل تشریحͬ خودآزمایی

١۶٩ هموار نگاشت ͷی رتبه هشتم. فصل

١۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلͬ هدف

١۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یادگیری هدف های

هشت



١۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه

١٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ثابت) رتبه (قضیه ثابت نگاشت قضیه ٨ ‐ ١

١٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سابمرسیون ها و ایمرسیون ها ٨ ‐ ٢

١٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هموار نگاشتهای تصاویر ٨ ‐ ٣

١٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیرمنیفلدها بر هموار نگاشتهای ۴ ‐ ٨

١٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R٣ در ای رویه بر مماس صفحه ۵ ‐ ٨

١٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هشتم فصل خلاصه

١٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هشتم فصل تشریحͬ خودآزمایی

١٨٧ مماسͬ کلاف نهم. فصل

١٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلͬ هدف

١٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یادگیری هدف های

١٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه

١٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مماسͬ کلاف توپولوژی ٩ ‐ ١

١٩٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مماسͬ کلاف روی منیفلدی ساختار ٩ ‐ ٢

١٩١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری کلاف ٩ ‐ ٣

١٩۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هموار برشهای ۴ ‐ ٩

١٩۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هموار کنج های ۵ ‐ ٩

١٩۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نهم فصل خلاصه

١٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نهم فصل تشریحͬ خودآزمایی

١٩٧ برداری میدان های دهم. فصل

١٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلͬ هدف

١٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یادگیری: هدف های

١٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه

١٩٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری میدان ͷی بودن ١٠ ‐ ١هموار

١٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرال ١٠ ‐ ٢خم های

نه



٢٠٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موضعͬ ١٠ ‐ ٣شارهای

٢٠٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لͬ ١٠ ‐ ۴کروشه

٢١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرتبط برداری ١٠ ‐ ۵میدان های

٢١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری میدان ͷی ران ١٠ ‐ ۶جلو

٢١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دهم فصل خلاصه

٢١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دهم فصل تشریحͬ خودآزمایی

٢١۵ لͬ گروه یازدهم. فصل

٢١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلͬ هدف

٢١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یادگیری هدف های

٢١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه

٢١۶ . . . . . . . . . . . . . لͬ گروه های همومورفیسم و لͬ گروه از ١١ ‐ ١مثال هایی

٢٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لͬ ١١ ‐ ٢زیرگروه های

٢٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریس ها برای نمایی ١١ ‐ ٣نگاشت

٢٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریس ١١ ‐ ۴اثر

٢٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همانͬ نقطه در دترمینان ١١ ‐ ۵دیفرانسیل

٢٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یازدهم فصل خلاصه

٢٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یازدهم فصل تشریحͬ خودآزمایی

٢٣٣ لͬ جبر دوازدهم. فصل

٢٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلͬ هدف

٢٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یادگیری هدف های

٢٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه

٢٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . لͬ گروه همانͬ نقطه در مماس ١٢ ‐ ١فضای

٢٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . لͬ گروه روی چپ پایای برداری ١٢ ‐ ٢میدان های

٢۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لͬ گروه ͷی لͬ ١٢ ‐ ٣جبر

٢۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . gl(n,R) روی لͬ ١٢ ‐ ۴کروشه

ده



٢۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چپ پایای برداری میدان ͷی ران ١٢ ‐ ۵جلو

٢۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لͬ جبر همریختͬ عنوان به ١٢ ‐ ۶مشتق

٢۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوازدهم فصل خلاصه

٢۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوازدهم فصل تشریحͬ خودآزمایی

٢۴٩ منیفلدها روی لͬ گروه عمل سیزدهم. فصل

٢۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلͬ هدف

٢۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یادگیری هدف های

٢۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه

٢۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لͬ گروه ١٣ ‐ ١عمل

٢۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گسسته گروه های ١٣ ‐ ٢عمل

٢۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پارامتری ͷی گروههای ١٣ ‐ ٣عمل

٢۶٧ . . . . . . . . معمولͬ دیفرانسیل معادلات فردی به منحصر و وجودی ١٣ ‐ ۴قضیه

٢۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . لͬ گروه های پارامتری ͷی ١٣ ‐ ۵زیرگروه های

٢٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سیزدهم فصل خلاصه

٢٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سیزدهم فصل تشریحͬ خودآزمایی

٢٨١ منیفلد ͷی روی برداری میدان های لͬ جبر چهاردهم. فصل

٢٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلͬ هدف

٢٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یادگیری هدف های

٢٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه

٢٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جبرلͬ کلͬ ١۴ ‐ ١تعریف

٢٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لͬ ١۴ ‐ ٢مشتق

٢٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چهاردهم فصل خلاصه

٢٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چهاردهم فصل تشریحͬ خودآزمایی

٢٩١ منابع

یازده





پیشͽفتار

است. متمادی سالهای در ارشد کارشناسͬ دوره در ١ منیفلد تدریس حاصل درسنامه این

دوره در شده تدریس مطالب بین پلͬ است گردیده تلاش درس این اصلͬ مفاد به ورود برای

ͬ شود. م شامل را کتاب اول فصل دو که گردد ایجاد درس این اصلͬ مفاهیم و کارشناسͬ

متون لابلای در ͷفیزی و دیفرانسیل هندسه توپولوژی، بین منطقͬ ارتباط شده کوشیده بعلاوه

شود. گنجانده درسͬ

به ورود برای آنچه ولͬ ͬ شود نم شامل را منیفلد مطالب تمام کتاب این که کنیم اذعان باید

درسنامه این منطقͬ تداوم ٢ منیفلد درس بعلاوه ͬ نماید. م فراهم را است ضروری منیفلد مبحث

متعددی کتب از درسنامه این تدوین در ͬ نماید. م تکمیل را لازم مباحث حدودی تا و ͬ باشد م

را ما مطالب شدن روز به در نیز ریاضͬ گروه همͺاران راهنمایی های و است گردیده استفاده

کرد. یاری

املائͬ و محتوایی ایراداتͬ است ممͺن اما باشد ایراد از خالͬ متن گردیده تلاش گرچه

بود. خواهد تشͺر مایه خوانندگان تذکر که باشد آن در

دیفرانسیل هندسه عمومͬ، توپولوژی است، ضروری درس این برای نیاز پیش عنوان به آنچه

نیز مجموعه ها تئوری مفاهیم به نسبی آشنایی است. جبرخطͬ اندکͬ و ٣ ریاضͬ آنالیز موضعͬ،

تدوین محترم مدیریت از ͬ دانیم م لازم خود بر اینجا در است. برهان ها از برخͬ درک ضرورت

باشیم. سپاس گزار کردند یاری را ما اثر این چاپ و تدوین در که کتب

١٣٩٨ تیرماه ‐ چایچͬ محمد ‐ زعیم امیرحسام

سیزده



هندسه دوستداران به تقدیم

و

فلاحͬ کمال دکتر عزیز، همͺار و دوست از تشͺر



اول فصل

منیفلد مطالعه ابزارهای

کلͬ هدف

قرار یادآوری مورد جبرخطͬ و توپولوژی شامل منیفلدها هئدسه مطالعه در نیاز مورد مطالب

ͬ گیرد. م

یادگیری هدف های

بتواند: بایست مͬ فصل این مطالعه از پس دانشجو

یابد. آشنایی مجموعه ͷی روی توپولوژی مفهوم با ‐١

یابد. آشنایی شمارش پذیری اصول و توپولوژی پایه مفهوم با ‐٢

یابد. آشنایی ͷتوپولوژی فضای روی ͷتفکی اصول با ‐٣

جبرخطͬ مقدماتͬ مطالب سایر و نگاشت ها و برداری فضاهای خصوص در مباحثͬ ‐۴

شوند. یادآوری



١ منیفلد هندسه ٢

مقدمه

هستیم آن ها نیازمند منیفلد هندسه درس مطالعه در که پایه ای مفاهیم برخͬ بیان به فصل این در

شامل ͬ شوند م تدریس کاشناسͬ مقطع ریاضیات دروس در عموما که مطالب این پردازیم. مͬ

ابعاد در منیفلدها هندسه مطالعه البته است. خطͬ جبر و ریاضͬ آنالیز توپولوژی، از مطالبی

ͬ کنیم م سعͬ اینجا در اما است پیشرفته جبر و آنالیز توپولوژی، علوم بر اشراف نیازمند وسیعتر

باشیم. داشته مفاهیم این خصوص در اجمالͬ یادآوری

مجموعه ͷی روی توپولوژی ١ ‐ ١

.(١) تعریف

که طوری به باشد آن زیرمجموعه های از ای گردایه Ω و مجموعه ͷی X کنید فرض

باشند: برقرار زیر شرایط

باشد. آن از عضوی Ω اعضای از دلخواهͬ اجتماع ‐١

باشد. آن از عضوی Ω اعضای از متناهͬ تعداد اشتراک ‐٢

باشند. Ω عضو X و ∅ مجموعه های ‐٣

صورت این در

ͬ نامیم. م X مجموعه روی توپولوژی ͷی ساده طور به یا ͷتوپولوژی ساختار ͷی را Ω •

ͬ شود. م نامیده ͷتوپولوژی فضای ͷی (X,Ω) جفت •

ͬ شود. م نامیده ͷتوپولوژی فضای این در نقطه ͷی X عضو هر •

گوییم. (X,Ω) ͷتوپولوژی فضای در باز مجموعه ͷی را Ω عضو هر •

ͬ شوند. م نامیده ͷتوپولوژی ساختار اصول بالا تعریف در شده ذکر شرایط

.١ ‐ ١ مثال

بدیهͬ توپولوژی آن به که است X روی توپولوژی ͷی همواره Ω = {∅, X} مجموعه

ͬ گوییم. م ناگسسته یا



٣ منیفلد مطالعه ابزارهای

.١ ‐ ٢ مثال

به که ͬ دهد م توپولوژی ͷی تشͺیل است، X توانͬ مجموعه P(X) که ،Ω = P(X)

ͬ گویند. م گسسته توپولوژی آن

.١ ‐ ٣ مثال

به U ̸= ∅ اگر اینکه یا و U = ∅ اگر باشد باز U ⊆ R و R مجموعه X کنید فرض

ساختار این .x ∈ (a, b) که طوری به باشد داشته وجود (a, b) ⊂ U بازه x ∈ U هر ازای

حقیقͬ اعداد معمول توپولوژی که است ͷتوپولوژی فضای ͷی عنوان Rبه استاندارد ͷتوپولوژی

ͬ دهیم. م نشان ΩU با و ͬ شود م نامیده

.۴ ‐ ١ مثال

برای (a,+∞) شعاعهای تمام و ∅ و X شامل Ω و X = [٠,+∞) کنید فرض

است. ͷتوپولوژی فضای ͷی (X,Ω) صورت این در باشد. a ≥ ٠

.(٢) تعریف

Θ از تر ضعیف را Ω آنگاه Ω ⊆ Θ اگر Xباشند. روی توپولوژی دو Θ و Ω کنید فرض

گسسته توپولوژی و ضعیف ترین بدیهͬ توپولوژی بنابراین ͬ نامیم. م Ω از تر قوی را Θ یا گوییم

است. X روی توپولوژی قوی ترین

.(٣) تعریف

یعنͬ آن متمم هرگاه نامیم بسته (X,Ω) ͷتوپولوژی فضای در را F ⊆ X مجموعه

با را Ω به نسبت X بسته زیرمجموعه های تمام گردایه .(X − F ∈ Ω) باشد باز X − F

ͬ دهیم. م نمایش κ(Ω)

بسته مجموعه های برای زیر عبارتهای که داد نشان ͬ توان م دمورگان قوانین از استفاده با

برقرارند:

است. بسته بسته، مجموعه های از دلخواهͬ تعداد اشتراک •

است. بسته بسته، مجموعه های از متناهͬ تعداد اجتماع •

هستند. بسته X و ∅ مجموعه •



١ منیفلد هندسه ۴

.(۴) تعریف

را X از N زیرمجموعه باشد. x ∈ X و ͷتوپولوژی فضای ͷی (X,Ω) کنید فرض

.x ∈ U ⊆ N که طوری به باشد داشته وجود U ∈ Ω اگر نامیم نقطه این ͬͽهمسای ͷی

گسسته توپولوژی (در باشد باز {x} نقطه ای تک هرگاه ͬ نامیم م ١ تنها را x ∈ X نقطه همچنین

هستند). تنها نقاط تمام

.(۵) تعریف

مجموعه هر اگر ͬ شود م نامیده Ω توپولوژی برای پایه ͷی باز مجموعه های از B گردایه

باشد. B اعضای از اجتماعͬ برابر ناتهͬ باز

را توپولوژی آن اصطلاح به توپولوژی پایه هر ͬ نامیم. م اساس٢ͬ بازهای را B اعضای

است. خودش برای ای پایه توپولوژی هر که است واضح و ͬ کند م تولید

Ω = Θ که صورتͬ در باشند. X مجموعه روی توپولوژی دو Θ و Ω کنید فرض

X روی توپولوژی پایه دو همچنین ͬ نامیم. م یͺسان (X,Θ)را و (X,Ω) ͷتوپولوژی فضاهای

کنند. تولید یͺسان ͷتوپولوژی فضاهای هرگاه نامیم معادل را

.١ ‐ ١ قضیه

هستند معادل پایه دو این باشند X مجموعه روی توپولوژی دو پایه B٢ و B١ کنید فرض

اگر فقط و اگر

.p ∈ A ⊆ B که طوری به باشد داشته وجود A ∈ B٢ آنگاه p ∈ B و B ∈ B١ اگر ‐١

.q ∈ B ⊆ A که طوری به باشد داشته وجود B ∈ B١ آنگاه q ∈ A و A ∈ B٢ اگر ‐٢

p ∈ K و K ∈ B١ اگر .Ω١ = Ω٢ بنابراین باشند معادل B٢ و B١ کنید فرض برهان:

دارد وجود F ⊆ B٢ خانواده بنابراین .K ∈ Ω٢ فرض به توجه با و K ∈ Ω١ صورت این در

که است واضح .p ∈ A که طوری به دارد وجود A ∈ F بنابراین .K =
∪
F که طوری به

است. برقرار نیز (٢) مورد مشابه شͺل به ͬ شود. م برقرار (١) مورد لذا و A ⊆ K

فرض .Ω١ = Ω٢ کنیم ثابت باید باشند. برقرار (٢) و (١) شرایط کنید فرض برعکس
1. Isolated
2. Basic open



۵ منیفلد مطالعه ابزارهای

کنید فرض .A =
∪
U که طوری به دارد وجود U ⊆ B١ خانواده بنابراین .A ∈ Ω١ کنید

Vi ∈ B٢ ،(١) مورد به توجه با .p ∈ Ui که طوری به دارد وجود Ui ∈ U لذا و p ∈ A

دهید قرار و V = {Vp : p ∈ A} کنید فرض .p ∈ Vi ⊆ Ui که طوری به دارد وجود

است A از ای زیرمجموعه V عضو هر چون بعلاوه ،A ⊆
∪
V که است روشن .C =

∪
V

که ͬ شود م ثابت مشابه شͺل به .Ω١ ⊆ Ω٢ لذا و A ∈ Ω٢ که ͬ شود م نتیجه .
∪
V ⊆ A پس

.Ω٢ ⊆ Ω١

مورد لذا کردیم. استفاده (١) مورد از تنها Ω١ ⊆ Ω٢ اثبات برای که باشید داشته توجه

Ω١ بودن قویتر معادل (٢) مورد مشابه شͺل به و است قویتر Ω١ از Ω٢ اینکه با است معادل (١)

■ است. Ω٢ از

.١ ‐ ٢ قضیه

ͷی برای پایه ͷی B خانواده .B ⊆ P(X) و دلخواه ای مجموعه X کنید فرض

باشند: برقرار زیر شرایط اگر فقط و اگر است X روی توپولوژی

.X =
∪
B ‐١

که طوری به باشد داشته وجود W ∈ B مجموعه ،x ∈ U ∩ V و U, V ∈ B اگر ‐٢

.x ∈W ⊆ U ∩ V

X ∈ Ω بنابراین Xباشد. روی Ω توپولوژی ͷی برای ای Bپایه کنید فرض ابتدا برهان:

x ∈ U ∩ V کنید فرض حال است. B اعضای از اجتماعͬ برابر X پایه، تعریف به توجه با و

U ∩ V بنابراین و هستند باز مجموعه هایی V و U فرض به توجه با .U, V ∈ B آن در که

بنابراین است B اعضای از ای زیرگردایه اجتماع برابر باز مجموعه هر که آنجا از است. باز نیز

که است معنͬ بدان این البته .U ∩ V =
∪
F که طوری به دارد وجود F ∈ P(B) خانواده

.x ∈W ⊆ U ∩ V که طوری به دارد وجود W ∈ F

معرفͬ را X روی Ω توپولوژی باید باشند. برقرار (٢) و (١) شرایط کنید فرض برعکس

توجه با .Ω = {
∪
F : F ∈ P(B)} ͬ دهیم م قرار بنابراین ͬ شود. م تولید B توسط که کنیم

که است روشن .∅ =
∪

∅ ∈ Ω داریم ∅ ∈ P(B) چون .X ∈ Ω داریم (١) شرط به

Ω تحت که کنیم ثابت است کافͬ تنها است. بسته اعضایش از دلخواهͬ اجتماع Ω تحت خانواده



١ منیفلد هندسه ۶

کنیم ثابت باید .A١, A٢ ∈ Ω کنید فرض است. بسته نیز اعضایش از متناهͬ تعداد اشتراک

.A = A١ ∩A٢ ∈ Ω

A٢ = و A١ =
∪
F١ که طوری به دارند وجود F١,F٢ ∈ P(B) فرض به توجه با

داریم مجموعه ها نظریه قواعد اساس بر .
∪
F٢

A =
∪
F١ ∩

∪
F٢ =

∪
{B ∩ C : B ∈ F١, C ∈ F٢},

.x ∈ Bx∩Cx که طوری به دارند Cxوجود ∈ F٢ Bxو ∈ F١ ، x ∈ A هر ازای به بنابراین،

x ∈ Wx ⊆ که طوری به دارد وجود Wx ∈ B کرد فرض ͬ توان م (٢) شرط به توجه با حال

.A =
∪
F Fو ∈ P(B) که است واضح ،F = {Wx : x ∈ A} دهیم قرار اگر .Bx∩Cx

■ .A ∈ Ω که ͬ شود م نتیجه بنابراین

.(۶) تعریف

نقطه ͷی را x ∈ X نقطه A باشد. ⊆ X و ͷتوپولوژی فضای ͷی (X,Ω) کنید فرض

اجتماع x باشد. A بجز از نقطه ͷی شامل x از ͬͽهمسای هر هرگاه نامیم Ω به نسبت  A حدی

ͬ دهیم. م A نمایش با و Ω نامیم به A نسبت بستار را اش حدی نقاط A با مجموعه

.١ ‐ ٣ قضیه

فقط و اگر است A بسته زیرمجموعه باشد. ͷتوپولوژی فضای ͷی (X,Ω) کنید فرض

.A = A اگر

ͷی X −A که است معنͬ بدان این و است باز  X −A آنگاه باشد بسته A اگر برهان:

نقطه ͷی ͬ تواند X−A نم نقاط از ͷی هیچ بنابراین است. نقاطش از ͷی هر ازای به ͬͽهمسای

.A = A لذا و ͬ شود م شامل را خود حدی نقاط تمام A یعنͬ A باشد، حدی

کنید فرض ͬ شود. م شامل را اش حدی نقاط تمام A پس .A = A کنید فرض برعکس

شامل که دارد وجود p از Np ͬͽهمسای بنابراین نیست A حدی نقطه p چون .p ∈ X − A

هر ازای به ͬͽهمسای ͷی X − A لذا و Np ⊆ X − A پس نیست. A از دیͽری عضو هیچ

■ است. بسته A لذا و است باز X −A که ͬ شود م نتیجه بنابراین است. نقاطش از ͷی



٧ منیفلد مطالعه ابزارهای

.۴ ‐ ١ قضیه

آنگاه A ⊆ X اگر باشد. ͷتوپولوژی فضای ͷی (X,Ω) کنید فرض

A =
∩
{C ∈ κ(Ω) : A ⊆ C}.

■ ͬ شود. م واگذار خواننده به تمرین عنوان به برهان:

.۵ ‐ ١ قضیه

باشند. X از زیرمجموعه هایی B و A و باشد ͷتوپولوژی فضایی (X,Ω) کنید فرض

هستند: برقرار زیر موارد صورت این در

A = (A) ‐١

A ∪B = A ∪B ‐٢

حدی نقاط تمام باید A بنابراین است. بسته A ،۴ ‐ ١ قضیه از استفاده با ‐١ برهان:

.A = (A) که ͬ دهد م نتیجه این و شود شامل را اش

A حدی نقطه هر که ͬ دانیم م باشند.  X از زیرمجموعه هایی B و A کنید فرض ‐٢

(این است A ∪ B حدی نقطه ͷی نیز B حدی نقطه هر و است A ∪ B حدی نقطه ͷی

هستند بسته B و A چون حال .A ∪ B ⊆ A ∪B بنابراین است). آمده تمرین ها در موضوع

داریم ۴ ‐ ١ قضیه به توجه با ،A ∪ B ⊆ A ∪ B چون و است بسته نیز A ∪ B ͬ دانیم م

■ .A ∪B ⊆ A ∪B

.(٧) تعریف

Ω به نسبت A درون باشد. A ⊆ X و ͷتوپولوژی فضای ͷی (X,Ω) کنید فرض

زیر مجموعه از است عبارت

A◦ = {x ∈ A : x ∈ U ⊆ A, U ∈ Ω ͷی ازای به }.

.۶ ‐ ١ قضیه

موارد صورت این در باشند. A,B ⊆ X و ͷتوپولوژی فضای ͷی (X,Ω) کنید فرض

برقرارند: زیر



١ منیفلد هندسه ٨

.X −A = X −A◦ ‐١

.(A◦)◦ = A◦ ‐٢

.(A ∩B)◦ = A◦ ∩B◦ ‐٣

■ ͬ شود. م واگذار خواننده به تمرین عنوان به برهان:

.(٨) تعریف

Xعبارت به Aنسبت مرز A باشد. ⊆ X و ͷتوپولوژی فضای ͷی (X,Ω) کنید فرض

زیر مجموعه از است

∂(A) = {x ∈ X : x /∈ A◦وx /∈ (X −A)◦}.

پیوستگͬ ١ ‐ ٢

ͬ پردازیم. م توپولوژی کلیدی تعاریف از ͬͺی پیوستگͬ، تعریف به بخش این در

.(٩) تعریف

نسبت f : X → Y تابع باشند. ͷتوپولوژی فضاهایی (Y,Θ) و (X,Ω) کنید فرض

. f−١(U) ∈ Ω باشیم داشته دلخواه U ∈ Θ هر ازای به اگر است پیوسته Θ و Ω به

.١ ‐ ٧ قضیه

باشد. تابع ͷی f : X → Y و ͷتوپولوژی فضاهایی (Y,Θ) و (X,Ω) کنید فرض

هستند: معادل زیر گزاره های

است. پیوسته Θ و Ω به نسبت f تابع ‐١

.f−١(C) ∈ κ(Ω) داریم C ∈ κ(Θ) هر ازای به ‐٢

است. x از ͬͽهمسای ͷی f−١(N) ،f(x) از N ͬͽهمسای هر و x ∈ X هر ازای به ‐٣

طوری به دارد وجود x Mاز ͬͽهمسای ،f(x) Nاز ͬͽهمسای هر و x ∈ X هر ازای به ‐۴

.f(M) ⊆ N که

.f(A) ⊆ f(A) داریم A ⊆ X هر ازای به ‐۵

.f−١(B) ⊆ f−١(B) داریم B ⊆ Y هر ازای به ‐۶



٩ منیفلد مطالعه ابزارهای

X−C ∈ Θ بنابراین Cباشد. ∈ κ(Θ) و پیوسته تابعͬ f کنید فرض ،١⇒ ٢ برهان:

.f−١(Y − C) = X − f−١(C) کنیم ثابت است کافͬ حال .f−١(Y − C) ∈ Ω لذا و

در و f(a) /∈ C که است معنͬ این به که f(a) ∈ Y −C پس a ∈ f−١(Y −C) کنید فرض

حال .f−١(Y −C) ⊆ X−f−١(C) که گرفت نتیجه ͬ توان م بنابراین .a /∈ f−١(C) نتیجه

f(b) ∈ Y −C بنابراین .f(b) /∈ C لذا و b /∈ f−١(C) پس b ∈ X−f−١(C) کنید فرض

.X − f−١(C) ⊆ f−١(Y − C) لذا و b ∈ f−١(Y − C) ͬ دهد م نتیجه که

کنید فرض .f−١(C) ∈ κ(Ω) دلخواه، C ∈ κ(Θ) ازای به کنید فرض ،٢ ⇒ ٣

به دارد وجود U ∈ Θ ͬͽهمسای بنابراین باشد. Y در f(x) ͬͽهمسای ͷی N و x ∈ X

ͬ دانیم م فرض به توجه با بͽیرید. نظر در را Y − U مجموعه .f(x) ∈ U ⊆ N که طوری

چون .f−١(U) ∈ Ω ͬ شود م نتیجه پس .X − f−١(U) = f−١(Y − U) ∈ κ(Ω) که

ͬ شود. م حاصل نتیجه x ∈ f−١(U) ⊆ f−١(N)

آن در که ،M = f−١(U) دهیم قرار است کافͬ تنها ͬ شود، م نتیجه بلافاصله ،٣⇒ ۴

.f(x) ∈ U ⊆ N که طوری به است f(x) از N ͬͽهمسای در باز مجموعه ͷی U

توجه بͽیرید. نظر در را f(A) و f(A) مجموعه های .A ⊆ X کنید فرض ،۴ ⇒ ۵

کنید فرض .Y − f(A) ⊆ Y − f(A) اگر فقط و اگر f(A) ⊆ f(A) که باشید داشته

که کنید فرض بعلاوه .b /∈ f(A) که است واضح ،f−١(b) = ∅ اگر .b ∈ Y − f(A)

ͬͽهمسای بنابراین است b از ͬͽهمسای ͷی Y − f(A) چون .x ∈ f−١(b) و f−١(b) ̸= ∅

x /∈ A لذا و M ∩ A = ∅ پس .f(M) ⊆ Y − f(A) که طوری به دارد وجود x از M

ͬ دهد م نتیجه که x /∈ A ͬ دانیم م بنابراین نیست. A حدی نقطه ͷی x ͬ دهد م نتیجه که

.b ∈ Y − f(A) داریم نباشد چه و باشد تهͬ برابر f−١(b) چه بنابراین .b /∈ f(A)

بͽیرید. نظر در را f−١(B) و f−١(B) مجموعه های و B ⊆ Y کنید فرض ،۵ ⇒ ۶

ͬ دانیم م فرض به توجه با

f(f−١(B)) ⊆ f(f−١(B)) = B,

که ͬ دانیم م نتیجه در

f−١(B) = f−١(f(f−١(B))) ⊆ f−١(B).



١ منیفلد هندسه ١٠

با .f−١(U) ∈ Ω کنیم ثابت باید باشد. y شامل U ∈ Θ و y ∈ Y کنید فرض ،۶ ⇒ ١

داریم فوق بحث از استفاده و فرض به توجه

X − f−١(U) = f−١(Y − U) ⊆ f−١(Y − U) = f−١(Y −U) = X−f−١(U),

X−f−١(U) که ͬ شود م نتیجه دارد Xقرار − f−١(U) (U)١−X−fدر که آنجا از بنابراین

■ است. باز f−١(U) بنابراین باشد. بسته باید

ͷتفکی اصول ١ ‐ ٣

را دارد قرار توپولوژی ͷی در باز مجموعه تعداد چه اینکه تعیین برای راههایی بخش این در

که ͬ دهند م قرار ما اختیار در را روشͬ ͬ شوند م نامیده ͷتفکی اصول که اصولͬ ͬ کنیم. م معرفͬ

دارد باز مجموعه کافͬ تعداد توپولوژی ͷی صورت چه در که کرد تعیین ͬ توان م آن از استفاده با

کرد. متمایز هم از را بسته مجموعه های یا بسته مجموعه و نقطه آن، نقاط بتوان که

.(١٠) تعریف

باشد. ͷتوپولوژی فضای ͷی (X,Ω) کنید فرض (ͷتفکی (اصول

x, y ∈ دلخواه متمایز نقاط ازای به اگر است T٠ ͷتوپولوژی فضای ͷی (X,Ω) گوییم ‐١

y از M ͬͽهمسای یا y /∈ M که طوری به باشد داشته وجود x از M ͬͽهمسای X

.x /∈M که طوری به باشد

x, y ∈ دلخواه متمایز نقاط ازای به اگر است T١ ͷتوپولوژی فضای ͷی (X,Ω) گوییم ‐٢

y /∈M که طوری به باشند داشته وجود y و x از ترتیب به N و M ͬ های ͽهمسای X

.x /∈ N و

x, y ∈ دلخواه متمایز نقاط ازای به اگر است T٢ ͷتوپولوژی فضای ͷی (X,Ω) گوییم ‐٣

ͷتوپولوژی فضاهای نوع این باشند. داشته وجود y و x از جدا هم از ͬ های ͽهمسای X

ͬ شوند. م نامیده هاوسدورف١ فضای معمولا

x ∈ و C ∈ κ(Ω) هر ازای به اگر است T٣ ͷتوپولوژی فضای ͷی (X,Ω) گوییم ‐۴

1. Hausdorff space



١١ منیفلد مطالعه ابزارهای

C ⊆ U که طوری به باشند داشته وجود V و U جدای هم از باز مجموعه های X −C

.x ∈ V و

.١ ‐ ٨ قضیه

معادلند: زیر گزاره های باشد. ͷتوپولوزی فضای ͷی (X,Ω) کنید فرض

است. T١ ،(X,Ω) فضای ‐١

.{x} ∈ κ(Ω) داریم x ∈ X هر ازای به ‐٢

است. A خود برابر A شامل باز مجموعه های تمام اشتراک A ⊆ X هر ازای به ‐٣

.U ∈ Ω کنیم ثابت باید .U = X − {x} و x ∈ X کنید فرض ،١ ⇒ ٢ برهان:

ͷی (X,Ω) چون .y ∈ U کنید فرض بنابراین ͬ ماند نم باقͬ اثبات برای چیزی U = ∅ اگر

N کرد فرض ͬ توان م .x /∈ N که طوری به دارد وجود y از N ͬͽهمسای است T١ فضای

صورت به ͬ تواند م U بنابراین .N ⊆ U که ͬ شود م نتیجه x /∈ N چون باشد. باز ای مجموعه

است. باز لذا و شود نوشته باز مجموعه های از اجتماعͬ

فرض باشد. A شامل باز مجموعه های تمام گردایه F و A ⊆ X کنید فرض ،٢ ⇒ ٣

.y ∈ X کنید فرض .B ⊆ A کنیم ثابت باید .A ⊆ B داریم وضوح به .B =
∩
F کنید

نتیجه y /∈ A اگر بنابراین است. باز U = X − {y}پس است بسته {y} چون فرض طبق

که ͬ شود م نتیجه y /∈ U چون و U ∈ F که است معنͬ بدان این البته .A ⊆ U که ͬ شود م

.B ⊆ A یعنͬ y ∈ A که ͬ دهد م نتیجه y ∈ B بنابراین .y /∈ B

به بیابیم را y از N و x از M ͬ های ͽهمسای باید .x, y ∈ X کنید فرض ،٣ ⇒ ١

گردایه G و x شامل باز مجموعه های تمام گردایه F کنید فرض .x /∈ N و y /∈M که طوری

بدان این .{y} =
∩
G و {x} =

∩
F فرض به توجه با باشد. y شامل باز مجموعه های تمام

طور به .y /∈ M که طوری به باشد داشته وجود M ∈ F باز ͬͽهمسای باید که است معنͬ

(X,Ω) که ͬ شود م نتیجه پس .x /∈ N که طوری به دارد وجود N ∈ G باز مجموعه مشابه

■ است. T١ ͷتوپولوژی فضای ͷی



١ منیفلد هندسه ١٢

.(١١) تعریف

F ⊆ Ω خانواده گوییم باشد. A ⊂ X و ͷتوپولوژی فضای ͷی (X,Ω) کنید فرض

را A که F از ای زیرگردایه هر .A ⊆
∪
{F ∈ F} اگر است A مجموعه برای پوشش١ ͷی

ͬ شود. م نامیده A زیرپوشش٢ ͷی بپوشاند

.(١٢) تعریف

Ω به نسبت A گوییم باشد. A ⊆ X و ͷتوپولوژی فضای ͷی (X,Ω) کنید فرض

باشد فشرده X اگر باشد. A متناهͬ زیرپوشش ͷی دارای Ω از A پوشش هر اگر است فشرده٣

ͬ نامیم. م فشرده ͷتوپولوژی فضای ͷی را (X,Ω)

.١ ‐ ٩ قضیه

ͷتوپولوژی فضای ͷی (Y,Θ) و فشرده ͷتوپولوژی فضای ͷی (X,Ω) کنید فرض

آنگاه باشد Θ و Ω به نسبت پیوسته دوسویی نگاشت ͷی f : X → Y اگر باشند. هاوسدورف

است. پیوسته Ω و Θ به نسبت f−١ : Y → X

■ ͬ شود. م واگذار خواننده به تمرین عنوان به برهان:

.(١٣) تعریف

هر اشتراک اگر است متناه۴ͬ اشتراک ویژگͬ دارای مجموعه ها از خانواده ͷی گوییم

باشد. ناتهͬ آن، ناتهͬ مجموعه های از متناهͬ زیرخانواده

.١ ‐ ١٠ قضیه

به نسبت A مجموعه اگر باشد. A ⊆ X و ͷتوپولوژی فضای ͷی (X,Ω) کنید فرض

که A بسته زیرمجموعه های از ای خانواده اعضای از دلخواه اشتراک هر آنگاه باشد فشرده Ω

موضوع این عکس باشد Ωبسته به Aنسبت اگر است. ناتهͬ است، متناهͬ اشتراک ویژگͬ دارای

است. برقرار نیز
1. Cover
2. Subcover
3. Compact
4. Finite intersection property



١٣ منیفلد مطالعه ابزارهای

خاصیت دارای Aو بسته زیرمجموعه های از ای Fخانواده و Aفشرده کنید فرض برهان:

خلف برهان از استفاده با است. ناتهͬ
∩
F که کنیم ثابت ͬ خواهیم م باشد. متناهͬ اشتراک

U = {X − مجموعه حال .X =
∪
{X −F : F ∈ F} بنابراین ،

∩
F = ∅ کنید فرض

F١, . . . , Fn زیرگردایه که ͬ دانیم م لذا و است A مجموعه برای باز پوششͬ F : F ∈ F}

دمورگان قانون از استفاده با ͬ پوشاند. م Aرا ،{X−F١, . . . , X−Fn} که طوری به دارد وجود

.
∩
F ̸= ∅ بنابراین و است تناقض که است تهͬ برابر F١ ∩ · · · ∩ Fn که ͬ شود م نتیجه

که A بسته زیرمجموعه های از خانواده هر اشتراک و باشد بسته A کنید فرض برعکس

از استفاده با است. Aفشرده کنیم ثابت باید باشد. ناتهͬ باشند، متناهͬ اشتراک خاصیت دارای

که دارد وجود باز مجموعه های از U خانواده بنابراین نباشد. فشرده A کنید فرض خلف برهان

،U ∈ U هر ازای به کرد فرض ͬ توان م نیست. A از زیرپوششͬ هیچ دارای و ͬ پوشاند م را A

بͽیرید: نظر در را زیر مجموعه .(X − U) ∩A ̸= ∅ و U ∩A ̸= ∅

F = {(X − U) ∩A : U ∈ U}.

را A چون و است A بسته زیرمجموعه های از ای خانواده F خانواده که باشد داشته توجه

،U از متناهͬ ای زیرخانواده هیچ چون حال این با .
∩
F = ∅ فرض طبق بنابراین ͬ پوشاند م

تناقض که است تهͬ اشتراک دارای F متناهͬ زیرگردایه هر که ͬ شود م نتیجه ͬ پوشاند نم را A

■ است.

دوم و اول نوع پذیری شمارش ۴ ‐ ١

.(١۴) تعریف

است دوم١ نوع پذیر شمارش Ω گوییم باشد. ͷتوپولوژی فضای ͷی (X,Ω) کنید فرض

باشد. پذیر شمارش ای پایه دارای اگر

.١ ‐ ١١ قضیه

Aزیرمجموعه اگر باشد. دوم نوع پذیر شمارش ͷتوپولوژی فضای ͷی (X,Ω) کنید فرض

1. Second-counatble



١ منیفلد هندسه ١۴

ͬ باشد. م A عضو که است حدی ای نقطه دارای A آنگاه باشد X از ناپذیر شمارش ای

■ ͬ شود. م واگذار خواننده به تمرین عنوان به برهان:

.(١۵) تعریف
چͽال١ X در را X از A زیرمجموعه باشد. ͷتوپولوژی فضایی (X,Ω) کنید فرض

ای زیرمجموعه شامل هرگاه نامیم پذیر٢ جدایی را (X,Ω) همچنین .X = Ā هرگاه نامیم

باشد. پذیر شمارش و چͽال

.١ ‐ ١٢ قضیه

است. پذیر جدایی دوم نوع پذیر شمارش ͷتوپولوژی فضای هر

■ ͬ شود. م واگذار خواننده به تمرین عنوان به برهان:

.١ ‐ ١٣ قضیه

زیرپوششͬ Xدارای باز پوشش هر آنگاه باشد دوم نوع پذیر شمارش فضایی (X,Ω) اگر

است. پذیر شمارش

■ ͬ شود. م واگذار خواننده به تمرین عنوان به برهان:

.(١۶) تعریف
٣ͬͽهمسای دستگاه از منظور باشد. x ∈ X و ͷتوپولوژی فضایی (X,Ω) کنید فرض
۴ͬͽهمسای پایه ͷی همچنین است. x نقطه ͬ های ͽهمسای تمام از متشͺل Nx گردایه x نقطه

Nxشامل عضو هر که ویژگͬ این با x ͬ های ͽهمسای از Bx خانواده از است xعبارت نقطه برای

باشد پذیر شمارش ͬͽهمسای پایه دارای X از نقطه هر اگر باشد. Bx اعضای از ͬͺی حداقل

است. اول۵ نوع پذیر شمارش (X,Ω) گوییم
1. Dense
2. Separable
3. Neighborhood system
4. Neighborhood basis
5. First counatble



١۵ منیفلد مطالعه ابزارهای

.١۴ ‐ ١ قضیه

صورت این در باشد. دوم نوع پذیر شمارش ͷتوپولوژی فضایی (X,Ω) کنید فرض

است. اول نوع پذیر شمارش (X,Ω)

■ ͬ شود. م واگذار خواننده به تمرین عنوان به برهان:

.(١٧) تعریف

باشد. دنباله ͷی s : N → X و A ⊆ X ،ͷتوپولوژی فضایی (X,Ω) کنید فرض

که طوری به باشد داشته وجود m > n ،n ∈ N هر ازای به اگر دارد قرار A در sمͺررا١ گوییم

طوری به باشد داشته وجود n ∈ N اگر دارد قرار A در sسرانجام٢ گوییم همچنین .sm ∈ A

.sm ∈ A باشیم mداشته > n هر ازای به که

.(١٨) تعریف

x ∈ X نقطه باشد. دنباله ͷی s : N→ X و ͷتوپولوژی فضایی (X,Ω) کنید فرض

ͬͽهمسای آن در مͺررا s ،x از ͬͽهمسای هر ازای به هرگاه نامیم s دنباله انباشتگ٣ͬ نقطه ͷی را

در سرانجام s ،x از ͬͽهمسای هر ازای به اگر است همͽرا۴ x نقطه به s گوییم همچنین باشد.

باشد. ͬͽهمسای آن

گوییم باشد همͽرا x ∈ X نقطه به s دنباله و باشد ͷتوپولوژی فضایی (X,Ω) اگر

ریاضیات در همͽرایی معمول تعریف با را تعریف این .(Ω به (نسبت است s دنباله حد x

تعریف بدون را نقطه ͷی به شدن ͷنزدی مفهوم ما که باشید داشته توجه کنید. ͬ مقایسه عموم

کردیم. تعریف باز مجموعه های از استفاده با و فاصله مفهوم

.١۵ ‐ ١ قضیه

و x ∈ X اگر باشد. اول نوع پذیر شمارش ͷتوپولوژی فضایی (X,Ω) کنید فرض

x به که باشد A− {x} در ای دنباله اگر فقط و اگر است A حدی نقطه ͷی x نقطه A ⊆ X

همͽراست.
1. Frequently
2. Eventually
3. Cluster point
4. Converges




