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1«.، که یک واجب دینی استملی یآموزی، نه تنها یک وظیفهخوانی و علمامروزه کتاب»

های ارزیابی رشد، توسعه و پیشرفت فرهنگی هر هدر عصر حاضر یکی از شاخص
خوانی مردم آن مرز و بوم است. ایران کشوری میزان تولید کتاب، مطالعه و کتاب

با داشتن تمدنی چندهزارساله و مراکز متعدد علمی،  تاکنوناسلامی نیز از دیرباز 
های معتبر، علما و دانشمندان بزرگ با آثار ارزشمند تاریخی، سرآمد فرهنگی، کتابخانه

سان خورشیدی هی فرهنگ و تمدن جهانی بهای دیگر بوده و در عرصهها و ملتدولت
چه کسی  .کندخویش هنرنمایی مینهاد درخشد و با فرزندان نیکتابناک همچنان می

آور ایرانی همچون ابوعلی سینا، ابوریحان فرزانه و نامکه در دنیا با دانشمندان است 
 ،ای نظیر فردوسی، سعدیهمچنین شاعران برجستهبیرونی، فارابی، خوارزمی و ... 

امی مولوی، حافظ و ... آشنا نباشد و در مقابل عظمت آنها سر تعظیم فرود نیاورد. تم
این افتخارات ارزشمند، برگرفته از میزان عشق و علاقه فراوان ملت ما به فراگیری علم 

 ،ی الهیهای گوناگون است. به شکرانهو مطالعه منابع و کتاب نو دانش از طریق خواند
ولی اکنون در این زمینه در چه  .و پربار است درخشانتاریخ و گذشته ما، همیشه 

های فرهنگی در شده از سوی مجامع و سازمانآمار و ارقام ارائهجایگاهی قرار داریم؟ 
 .باشدی هر ایرانی، برایمان چندان امیدوارکننده نمیی مطالعهمورد سرانه

فت است و کتاب خوب، یکی ی دانش و معرای به سوی گسترهکتاب، دروازه
ی دستاوردهای بشر در سراسر عمر جهان، هاز بهترین ابزارهای کمال بشری است. هم

ها پدید هایی است که انساننوشتهدر میان دستتا آنجا که قابل کتابت بوده است، 
های پیامبران به بشر، و تعالیم الهی، درس ،نظیری بیآورند. در این مجموعهآورده و می

پذیر نیست. همچنین علوم مختلفی است که سعادت بشر بدون آگاهی از آنها امکان
ترین دستاورد از مهمشک بخش کتاب ارتباط ندارد بیو زندگی زیباکسی که با دنیای 

روشنی ، بهانسانی و نیز از بیشترین معارف الهی و بشری محروم است. با این دیدگاه
توان ارزش و مفهوم رمزی عمیق در این حقیقت تاریخی را دریافت که اولین می

و در اولین  «بخوان!«خطاب خداوند متعال به پیامبر گرامی اسلام)ص( این است که 
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به تجلیل یاد  «قلم»الشأن خداوند، فرود آمده، نام ی عظیمای که بر آن فرستادهسوره
ْوَْإ قْ » است:شده در اهمیت عنصر کتاب برای تکامل  «قَلَمباِل ْْرَمُ.ْإَلَّذیْعَلَّمَْاکَْ کَْإلْ رَبْ رَإ 

ی انسانی، همین بس که تمامی ادیان آسمانی و رجال بزرگ تاریخ بشری، از جامعه
 اند.طریق کتاب جاودانه مانده

شمول خود با هدف آموزش برای جغرافیایی ایران ینور با گسترهپیام دانشگاه
محور در نظام آموزش عالی عنوان دانشگاهی کتاببه ،وقتجا و همههمه، همه

و خردورزی بخش عظیمی از جوانان سازی کشورمان، افتخار دارد جایگاه اندیشه
جویای علم این مرز و بوم باشد. تلاش فراوانی در ایام طولانی فعالیت این دانشگاه 

ظران برجسته نهای گرانقدر استادان و صاحبربهگیری از تجانجام پذیرفته تا با بهره
شاخص و خودآموز تولید شود. در آینده درسی ها و منابع آموزشی کشورمان، کتاب

این مهم با هدف ارتقای سطح علمی، روزآمدی و توجه بیشتر به نیازهای مخاطبان  هم،
طور قطع استفاده از نظرات استادان، نور با جدیت ادامه خواهد داشت. بهدانشگاه پیام

رسان ی مهم و خطیر یاریما را در انجام این وظیفه ،نظران و دانشجویان محترمصاحب
های خود ما را در دمی عزیزانی که با نقد، تصحیح و پیشنهاخواهد بود. پیشاپیش از تما

م. لازم است از تمامی ینمایرسانند، سپاسگزاری میی خطیر یاری میانجام این وظیفه
و ما را در سازی خود دانسته نور را منزلگه اندیشهاندیشمندانی که تاکنون دانشگاه پیام

اند، صمیمانه قدردانی گردد. موفقیت هتولید کتاب و محتوای آموزشی درسی یاری نمود
 ست.ا پژوهان عزیز آرزوی همیشگی ماو بهروزی تمامی دانشجویان و دانش
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پیشͽفتار

شما به و کرده بررسͬ را جبری هندسه از جستارهایͬ تا برآنیم دارید، رو پیش که کتابͬ در

شاخه�های از ͬͺی شاخه این است. ریاضیات از شاخه این به ورود برای دریچه�ای که بشناسانیم

باشد. اثرگذار ریاضیات دیͽر شاخه�های در است توانسته که است کنونͬ سده در پرکاربرد

بررسͬ گونه�ای به چراکه دانست. جبرخطͬ و جبر از برآیندی مͬ�توان را جبری هندسه

است. متغیر چندین با معادلات این ریشه�های ساده�تر، زبان به و چندجمله�ای�ها معادلات دستͽاه

پرسش�های در جابجایͬ جبر ویژه به و جبری روش�های از استفاده پایه بر نوین جبری هندسه

است. استوار هندسͬ،

وسیله به سپس مͬ�رسد. باستان یونان به هندسه، دقیق�تر زبان به یا جبری هندسه پیشینه

که خیام عمر نیز و دوم درجه معادلات حل در خوارزمͬ جمله از مسلمان و ایرانͬ ریاضͬ�دانان

یافت. گسترش پرداخت، هندسͬ روش�های ͷکم به سوم درجه معادلات حل و رده�بندی به
دِکارت٢ و فرما١ از کارهایͬ با میلادی هفدهم سده میانه�های در جبری هندسه نوزایͬ

درجه خم�های رده�بندی در نیوتن٣ کارهای با نیز و دوم درجه خم�های رده�بندی با و گشت آغاز

چهارم درجه خم�های رده�بندی به اویلر۴ هجدهم سده در و آن�ها از پس یافت. گسترش سوم

1. Fermat
2. Descartes
3. Newton
4. Euler
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جایͽاه به را جبری هندسه و پرداخته دوسوگویاها مطالعه به ریمان۵ نوزدهم، سده در و پرداخت

رساند. ریاضیات شاخه�های دیͽر میان در ویژه�ای

سرآمد که گشت سپری جبری هندسه در اشیاء و ساختارها شناخت به بیشتر بیستم، سده

پرداخت. بدان�ها نمͬ�توان کتاب این در که بود این�باره در ۶ͷگروتندی تلاش�های آن

نیم�سال چندین در گردآورندگان، وسیله به جبری هندسه آموزش پایه بر کتاب این شالوده

آوردن با و ساده�تر زبانͬ به را جبری هندسه پیچیده مطالب که بوده آن بر ما تلاش است. تحصیلͬ
هارتشورن٧ روبین نوشته جبری هندسه کتاب ما کار این برای کنیم. گیراتر گوناگون نمونه�های

است، شده یاد آن�ها از کتاب پایان در که دیͽر کتاب�های از نیز و داشته�ایم خود روی پیش را

بسیار نͽارشکتاب در گرامیتا٨ آنتونͬ روانشاد دست�نوشته�های از همچنین، برده�ایم. فراوان بهره

پارسͬ مناسب واژگان از ما استفاده فشرده�ایم پای آن بر اینجا در که دیͽری نͺته کرده�ایم. استفاده

واژگان از برخͬ مͬ�شود. دیده کتاب این جای جای در که است تخصصͬ انͽلیسͬ واژگان هم�ارز

ساعت�ها دیͽر برخͬ برای حالͬ�که در گرفته�ایم وام شده�اند برگردانده پارسͬ به که کتاب�هایͬ از را

است. بسیار کاستͬ�های از پر نوشته این ͷبͬ�ش شود. برساخته شایسته واژه تا شده سپری زمان

نوشته این کردن بهتر برای که پیشنهادی گونه هر خواهشمندیم ارجمند استادان و خوانندگان از

برسانند. گردآورندگان گاهͬ آ به را مͬ�آید کار به

بزرگ فردوسͬ توس، خردمند سخن، استاد به را ناچیز نوشته این سرافرازانه پایان، در

مͬ�کنیم. پیشͺش

تفرش دانشͽاه علمͬ هیات عضو اقبالͬ، مجید

پیام�نور دانشͽاه علمͬ هیات عضو آملͬ، احمدی خدیجه

٩٨ زمستان

5. Riemann
6. Grothendieck
7. Hartshorne
8. Geramita
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اول فصل

چندگوناها

کلͬ هدف�های

چندگوناهای یعنͬ آن�ها باز زیرمجموعه�های نیز و تصویری و آفین چندگوناهای به فصل، این در

مͬ�پردازیم. تصویر-سا و آفین-سا

یادگیری هدف�های

فصل: این خواندن از پس دانشجویان

شناخت. خواهند را آن�ها مختصات حلقه و تصویری و آفین چندگوناهای .١

شناخت. خواهند را چندگوناها این ͷتوپولوژی ویژگͬ�های .٢



١ جبری هندسه ٢

مقدمه

در که تصویری و آفین چندگوناهای مانند شده شناخته مفاهیم برخͬ یادآوری به بخش، این در

مͬ�پردازیم. است شده پرداخته بدان�ها کارشناسͬ دوره

آفین چندگوناهای ١-١

میدان نبودن جبری بسته اینͺه مͽر مͬ�گیریم جبری بسته میدان را k میدان کتاب، این سراسر در

شود. یادآوری

ساده طور به Anیا
k نماد با را k روی آفین n-فضای ،k میدان هر و n طبیعͬ عدد برای

که P ∈ An عنصر ͷی .k عناصر از تایͬ�هایͬ n مجموعه با است برابر که داده Anنمایش با

ai ∈ k آن در که مͬ�دهیم نمایش P = (a١, . . . , an) صورت به را مͬ�شود نامیده نقطه ͷی

مͬ�نامیم. P نقطه مختصات را ai این�صورت، در است.

باشد. k میدان روی متغیر n با چندجمله�ای�ها حلقه A = k[x١, . . . , xn] کنید فرض

صورت به که دید مͬ�توان k روی Anبه آفین n-فضای از توابعͬ صورت به را A عناصر

f(P ) = f(a١, . . . , an)

،f ∈ A مانند چندجمله�ای ͷی برای بنابراین، .P ∈ An و f ∈ A آن در که مͬ�شود تعریف

مجموعه کرد. بررسͬ را مͬ�شود نامیده f صفرهای معمولا که f ریشه�های مجموعه مͬ�توان

صورت به را f صفرهای

Z(f) = {P ∈ An| f(P ) = ٠}

به را T صفرهای مجموعه ،A از T مانند زیرمجموعه�ای برای کلͬ، طور به مͬ�دهیم. نمایش

یعنͬ مͬ�کنیم؛ تعریف T عناصر همه مشترک صفرهای صورت

Z(T ) = {P ∈ An| f(P ) = ٠, ∀f ∈ T}.

و است ١ شعاع و (٠, ٠) مرکز به دایره�ای A٢
k از Z(x٢ + y٢ − ١) مجموعه .١-١ نمونه



٣ چندگوناها

A٢است.
k در yها و xها محور دو اجتماع Z(xy)

دهید: نشان شود. تولید T توسط که باشد A از ایده�آلͬ a کنید فرض .١-٢ پرسش

Z(T ) = Z(a).

f١, . . . , fr مانند مولد متناهͬ تعداد a ایده�آل هر پس است نوتری حلقه�ای A چون

چندجمله�ای�های از متناهͬ تعدادی مشترک صفرهای صورت به مͬ�توان را Z(T ) پس دارد.

نشان�دهنده آورد خواهیم را آن اثبات بدون زیر در که هیلبرت پایه�ای قضیه نوشت. f١, . . . , fr

هر یعنͬ است. نوتری حلقه ͷی ،k میدان هر ازای به مولد متناهͬ k-جبر هر که است این

حلقه ͷی عنوان به Aپس است. A = k[a١, . . . , an] شͺل به حلقه�ای مولد، متناهͬ k-جبر

خارج�قسمتͬ حلقه با حلقه�ای چنین ͷی که است آشͺار مͬ�شود. تولید a١, . . . , an و k با

یعنͬ است؛ یͺریخت چندجمله�ای�ها

A ∼=
k[x١, . . . , xn]

a

است. k[x١, . . . , xn] حلقه ایده�آل a که

A در ضرایب با x روی چندجمله�ای�های حلقه آنͽاه باشد، نوتری حلقه ͷیA اگر .١-٣ قضیه

است. نوتری حلقه�ای نیز A[x] یعنͬ

زیرمجموعه ͷی هرگاه گویند آفین جبری یͷمجموعه Anرا از Y زیرمجموعه ͷی تعریف١.

است. Y = Z(T ) که شود یافت چنان T ⊆ A

همچنین، مͬ�باشد. سه�بعدی فضای در خط ͷی Z((x١, x٢)) ⊆ An نمونه، طور به

مجموعه

{(x, y) ⊆ A٢
C| x = cost, y = sint, t ∈ C} = Z(x٢ + y٢ − ١)

است. جبری مجموعه ͷی نیز است ١ شعاع و مبدأ مرکز به دایره�ای که

هستند. جبری مجموعه سه نیز شده�اند داده نمایش زیر در که شͺل�هایͬ این، بر علاوه



١ جبری هندسه ۴

Z(x٢y + xy٢ − x۴ − y۴) ⊂ C٢ .١-١ شͺل

Z(y٢ − x٢ − x٣) ⊂ C٢ .١-٢ شͺل

Z(x٢ + y٢ − z٢) ⊂ C٣ .١-٣ شͺل

مجموعه�های از تعداد اشتراکهر است. جبری یͷمجموعه جبری، مجموعه دو اجتماع .۴-١ گزاره

جبری مجموعه�های ،An یعنͬ فضا تمام و تهͬ مجموعه است. جبری مجموعه ͷی جبری،

مͬ�باشند.

مͬ�دهند. نشان را جبری مجموعه دو اجتماع و اشتراک ترتیب به زیر شͺل�های



۵ چندگوناها

Z(x٢ − y, x٣ − z) = Z(x٢ − y) ∩ Z(x٣ − z) .۴-١ شͺل

Z(y, z) ∪ Z(x) = Z(xy, xz) .۵-١ شͺل

مͺمل که باز زیرمجموعه�های برگزیدن با را An روی ͬͺزاریس توپولوژی .٢ تعریف

،۴-١ گزاره بنابر زیرا است توپولوژی ͷی این مͬ�کنیم. تعریف هستند جبری زیرمجموعه�های

است. باز باز، مجموعه�های از تعداد هر اجتماع و است باز مجموعه�ای باز، مجموعه دو اشتراک

بازند. دو هر فضا تمام و تهͬ مجموعه همچنین،

مͬ�شود. Anتعریف
k روی ،k میدان هر ازای به توپولوژی این

A = k[x] از ایده�آل هر مͬ��کنیم. بررسͬ A١را یعنͬ آفین خط ͬͺزاریس توپولوژی .۵-١ نمونه

ͷی k چون است. چندجمله�ای ͷی صفرهای مجموعه جبری، مجموعه هر پس است اصلͬ

صورت به مͬ�توان را f(x) ناصفر چندجمله�ای هر پس است، جبری بسته میدان

f(x) = c(x− a١) . . . (x− an)

بود. خواهد Z(f) = {a١, . . . , an} بنابراین، مͬ�باشند. c, a١, . . . , an ∈ k که کرد تجزیه



١ جبری هندسه ۶

تمام و تهͬ) مجموعه (شامل متناهͬ زیرمجموعه�های ،A١ در جبری مجموعه�های نتیجه، در

مجموعه توپولوژی، باز مجموعه�های پس مͬ�باشد. است) f = ٠ با متناظر A١(که یعنͬ فضا

هاوسدورف توپولوژی این که است یادآوری به لازم است. متناهͬ زیرمجموعه�های مͺمل و تهͬ

نیست.

A١داریم:
C روی مختلف توپولوژی دو ما باشد، مختلط اعداد میدان ،k = C هنͽامͬ�که

،ͬͺزاریس توپولوژی در بسته مجموعه هر اقلیدسͬ. توپولوژی دیͽری و ͬͺزاریس توپولوژی ͬͺی

چرا؟ نیست. درست آن عͺس اما است اقلیدسͬ توپولوژی در بسته مجموعه ͷی

باز مجموعه دو هیچ چون نیست، هاوسدورف A١
C آفین خط روی ͬͺزاریس توپولوژی

نیستند. هم از A١جدا
C در ناتهͬ

اجتماع صورت به نتوان را Y هرگاه نامند تحویل�ناپذیر را Y ͷتوپولوژی فضای .٣ تعریف

Y = Y١ ∪ Y٢

مجموعه�ای را تهͬ مجموعه بسته�اند. Y در Y٢ و Y١ که نوشت Y سره زیرمجموعه دو از

نمͬ�پندارند. تحویل�ناپذیر

مجموعه�های آن، بسته و سره زیرمجموعه�های تنها زیرا است. تحویل�ناپذیر A١ .۶-١ نمونه

است. نامتناهͬ که مͬ�باشد جبری بسته میدان k زیرا است، A١نامتناهͬ خود و هستند متناهͬ

نیز U آنͽاه باشد، تحویل�ناپذیر فضای ͷی V و ∅ ̸= U ⊆ V اگر دهید نشان .١-٧ پرسش

است. تحویل�ناپذیر

و تحویل�ناپذیر تحویل�ناپذیر، فضای ͷی از ناتهͬ باز زیرمجموعه هر دهید نشان .١-٨ پرسش

است. چͽال

یعنͬ آن بستار آنͽاه Xباشد، از تحویل�ناپذیر زیرمجموعه ͷی Y اگر دهید نشان پرسش١-٩.

است. تحویل�ناپذیر Xنیز در Ȳ



٧ چندگوناها

بسته زیرمجموعه ͷی آفین) چندگونای ساده، طور به (یا آفین جبری یͷچندگونای .۴ تعریف

را آفین چندگونای از باز زیرمجموعه ͷی است. القایͬ توپولوژی با همراه An از تحویل�ناپذیر

گویند. آفین-سا چندگونای

برای مͬ�باشند. A١ خود و ت�ͷعضوی مجموعه�های ،A١ آفین چندگوناهای بنابراین،

تعریف نیازمند A = k[x١, . . . , xn] ایده�آل�های و An زیرمجموعه�های میان روابط بررسͬ

هستیم. زیر

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را A در Y ایده�آل ،Y ⊆ An زیرمجموعه هر برای .۵ تعریف

I(Y ) = {f ∈ A| f(P ) = ٠, ∀P ∈ Y }.

روی نمͬ�تواند متغیره ͷی ناصفر چندجمله�ای هیچ آشͺارا .Y = A١ \ {٠} فرضکنید

.I(Y ) = پس(٠) شود. صفر Y

جبری مجموعه�های به را A زیرمجموعه�های که داریم اختیار در را Z مانند تابعͬ اکنون،

دو این ویژگͬ�های مͬ�نͽارد. A ایده�آل�های به Anرا زیرمجموعه�های که داریم I مانند تابعͬ و

آورده�ایم. گرد زیر گزاره در را

.Z(T١) ⊇ Z(T٢) آنͽاه باشند، A از زیرمجموعه�هایͬ T١ ⊆ T٢ اگر (آ) .١-١٠ گزاره

.I(Y١) ⊇ I(Y٢) آنͽاه Anباشند، از زیرمجموعه�هایͬ Y١ ⊆ Y٢ اگر (ب)

داریم: ،An از Y٢, Y١ زیرمجموعه دو هر برای (پ)

I(Y١ ∪ Y٢) = I(Y١) ∩ I(Y٢).

داریم: ،a ⊆ A ایده�آل هر برای (ت)

I(Z(a)) ⊇
√
a.

داریم: ،Y ⊆ An زیرمجموعه هر برای (ث)

Z(I(Y )) = Ȳ ,

است. ͬͺزاریس ͬͺتوپولوژی به نسبت Y بستار Ȳ آن در که



١ جبری هندسه ٨

از ایده�آلͬ a و جبری بسته میدان ͷی k کنید فرض هیلبرت) صفرهای (قضیه .١-١١ قضیه

Z(a) از نقطه هر در که باشد چندجمله�ای� ͷی f ∈ A اگر باشد. A = k[x١, . . . , xn] حلقه

آنͽاه شود، صفر

که است mP = (x١ − a١, . . . , xn − an) شͺل به A حلقه ماکزیمال ایده�آل هر (آ)

Anاست.
k در نقطه�ای P = (a١, . . . , an)

(ب)

I(Z(a)) =
√
a = {g ∈ A| gl ∈ A, ∃l ∈ Z}.

(پ)

Z(a) = ∅ اگر تنها و اگر a = k[x١, . . . , xn].

مͬ�باشد. Y بستار Ȳ آن در که Z(I(Y )) = Ȳ آنͽاه ،Y ⊆ An
k کنید فرض

بنابراین، .Y ⊆ Z(I(Y )) که است بسته مجموعه ͷی Z(I(Y )) تعریف، بنابر

.Ȳ ⊆ Z(I(Y ))

میان شمول نͽهدارنده ͷبه�ی�ͷی تناظر ͷی باشد، جبری بسته میدان ͷی k اگر .١-١٢ پیامد

در (a =
√
a که a مانند (ایده�آل�هایͬ رادیͺال ایده�آل�های و An

k در جبری مجموعه�های

مͬ�شوند. نموده a 7→ Z(a) و Y 7→ I(Y ) توسط که یافت مͬ�توان A = k[x١, . . . , xn]

هست. تحویل�ناپذیر جبری مجموعه�های و اول ایده�آل�های ی�ͷبه�یͷمیان تناظر ͷی این همچنین،

مͬ�باشند. نقاط متناظر ماکزیمال ایده�آل�های این�صورت، در

رادیͺال ایده�آل�های با ͷبه�ی�ͷی تناظر در آفین جبری مجموعه�های که شد دیده پیش�تر

تحویل�ناپذیر جبری مجموعه�های با تناظر در ایده�آل�هایͬ چͽونه ببینیم مͬ�خواهیم اکنون هستند،

بود. خواهند

اول ایده�آل ͷی آن ایده�آل اگر تنها و اگر است تحویل�ناپذیر جبری مجموعه هر .١-١٣ گزاره

باشد.



٩ چندگوناها

X مͬ�دهیم نشان باشد. آن ایده�آل I(X) و جبری مجموعه ͷیX ⊆ An
k کنید فرض برهان:

نباشد. اول ایده�آل I(X) اگر تنها و اگر است تحویل�پذیر

زیرمجموعه�هایͬ X١, X٢ ⊊ X که X = X١ ∪X٢ پس است، تحویل�پذیر X چون

X٢ ⊊ X اینͺه از و I(X١) \ I(X) از را f١ مͬ�توان X١ ⊊ X اینͺه از آنͽاه هستند. جبری

صفر X نقطه هر روی f١f٢ حاصل�ضرب چون برگزید. I(X٢) \ I(X) از را f٢ مͬ�توان

نیست. اول I(X) ایده�آل که است این نشان�دهنده که f١f٢ ∈ I(X)پس مͬ�شوند

در که برگزید چنان را f١, f٢ مͬ�توان پس نباشد. اول I(X) ایده�آل کنید فرض اکنون

به شده تولید ایده�آل�های ترتیب به را I٢ و I١ ایده�آل�های .f١f٢ ∈ I(X) ولͬ نباشند I(X)

دیده آشͺارا .Z(I٢) = X٢ و Z(I١) = X١ که مͬ�گیریم (I(X), f٢) و (I(X), f١) وسیله

ازای به زیرا .X ⊆ X١∪X٢ که هستند جبری X٢مجموعه�های ⊊ X X١و ⊊ X که مͬ�شود

f١, f٢ ∈ I(X) یعنͬ P)f٢؛ ) = ٠ یا f١(P ) = پس٠ .f١f٢(P ) = ٠ داریم P ∈ X هر

■ ندارد. سازگاری فرض با که

تحویل�ناپذیر چندجمله�ای f است ممͺن نباشد. جبری بسته k میدان فرضکنید .١۴-١ هشدار

چندجمله�ای نمونه، طور به نباشد. تحویل�ناپذیر Z(f) حالͬ�که در باشد

f(x, y) = (x٢ − ٢(١ + y٢ = x۴ − ٢x٢ + ١+ y٢

مͬ�شود ,C[xتجزیه y] در (x١−٢+ iy) و (x١−٢− iy) تحویل�ناپذیر دوم درجه سازه دو به

دیͽر، سوی از است. تحویل�ناپذیر R[x, y] روی f(x, y) حالͬ�که در

Z(f) = {(١, ٠), (−١, ٠)} = Z(x− ١, y) ∪ Z(x+ ١, y)

است. تحویل�پذیر

که است صفر ایده�آل A حلقه در آن ایده�آل زیرا است Anتحویل�ناپذیر
k مجموعه .١۵-١ نمونه

است. اول ایده�آلͬ مͬ�دانیم

Aباشد. = k[x, y] در تحویل�ناپذیر چندجمله�ای ͷی f کنیم فرض .١۶-١ نمونه



١ جبری هندسه ١٠

پس است، یͺتا تجزیه دامنه ͷی A چون مͬ�کند. تولید A در اول ایده�آل ͷی f این�صورت، در

با (k میدان (روی آفین صفحه در خم را آن که است تحویل�ناپذیر Y = Z(f) صفر مجموعه

مͬ�نامند. f(x, y) = ٠ معادله

Z({f}) = Z(f) = {(a, b)| f(a, b) = ٠}.

d درجه از خم ͷی را Y = Z(f) آنͽاه باشد، d درجه از f اگر و مͬ�گویند آفین A٢صفحه
k به

مͬ�نامند.

آنͽاه باشد، A = k[x١, . . . , xn] در تحویل�ناپذیر چندجمله�ای ͷی f اگر کلͬ، طور به

یͷابررویه را آن ،n > ٣ اگر و یͷرویه ،n = ٣ که شرطͬ به را Y = Z(f) آفین چندگونای

مͬ�نامند.

است ممͺن شده گفته ١-١١ قضیه در آنچه نباشد، جبری بسته میدان ͷی k چنان�چه

برابر A٢
R در x٢ + y٢ + ١ = ٠ صفرهای مجموعه ،k = R صورتͬ�که در نباشد. درست

است. تهͬ مجموعه

توابع ١-١-١

جبری، چندگوناهای و جبری مجموعه�های مانند هندسͬ چیزهای برخͬ شناخت و بررسͬ از پس

کنید فرض بشناسیم. بهتر را توابع یعنͬ چیزها این بررسͬ در ارزش پر ابزارهای از ͬͺی تا برآنیم

صورت به A١را
k Anبه

k از تابع ͷی f این�صورت، در باشد. k[x١, . . . , xn] حلقه در f

f : p = (a١, . . . , an) 7→ f(a١, . . . , an)

مختصات توابع را مͬ�نͽارند ai به را (a١, . . . , an) که xi : An
k → k توابع مͬ�کند. تعریف

Anمͬ�نامند.
k روی

یعنͬ Y آفین مختصات حلقه آنͽاه باشد، آفین جبری مجموعه ͷی Y ⊆ An
k اگر .۶ تعریف

که است k به Y از توابع همه k-جبر از k-زیرجبری که مͬ�دهیم نمایش A(Y ) با را A/I(Y )

مͬ�شود. تولید Y به محدود مختصات توابع توسط



١١ چندگوناها

xi تحدید به تابع) ͷی عنوان (به را xi که φ : k[x١, . . . , xn] → A(Y ) همریختͬ

ͷی φ این�صورت، در بͽیرید. نظر در را مͬ�نͽارد ثابت توابع عنوان به k به را k نیز و Y به

همچنین، است. k-جبرها از پوشا همریختͬ

kerφ = {f ∈ k[x١, . . . , xn]| φ(f) = ٠}

= {f ∈ k[x١, . . . , xn]| مͬ�شود صفر Y روی f}

= I(Y ).

حلقه با Y مختصات حلقه آنͽاه باشد، جبری مجموعه ͷی Y ⊆ An اگر .١-١٧ گزاره

است. یͺریخت k[x١, . . . , xn]
I(Y )

خارج�قسمتͬ

ͷی باید I(Y ) چون است. نوتری نتیجه در و مولد متناهͬ k-جبر ͷی A(Y ) بنابراین،

چندگونای ͷی Y اگر ندارد. صفر جز توانͬ پوچ عضو هیچ A(Y ) پس باشد، رادیͺال ایده�آل

مولد متناهͬ با k-جبر ͷی A(Y ) همچنین، است. صحیح دامنه ͷی A(Y ) آنͽاه باشد، آفین

از مختصات حلقه ͷی است، صحیح دامنه ͷی که B مولد متناهͬ k-جبر هر برعͺس، است.

نوشت A/a خارج�قسمت صورت به مͬ�توان را B دیͽر، زبان به مͬ�باشد. آفین چندگونای ͷی

مͬ�توان حالت، این در Aاست. از ایده�آلͬ a و چندجمله�ای حلقه ͷیA = k[x١, . . . , xn] که

.Y = Z(a) نوشت:

مخروط مختصات حلقه یافتن برای نمونه، طور به

C = Z(x٢ + y٢ − z٢)

k[x, y, z] حلقه در x٢+y٢−z٢ چندجمله�ای آنجایͬ�که از کمͷمͬ�گیریم. بالا قضیه A٣از
k در

صفرهای قضیه بنابر است. اول ایده�آل ͷی آن وسیله به شده تولید ایده�آل پس است تحویل�ناپذیر

مختصات پسحلقه مͬ�شود. تولید x٢+y٢−z٢ چندجمله�ای وسیله به I(C) ایده�آل هیلبرت،

صورت به C مخروط
k[x, y, z]

(x٢ + y٢ − z٢)

بود. خواهد



١ جبری هندسه ١٢

هستند؟ پیوسته توابعͬ Y ⊆ An روی مختصات توابع آیا پرسش١-١٨.

قرار k به Y از توابع همه مجموعه را F(Y, k) آنͽاه باشد، ناتهͬ مجموعه ͷی Y اگر

صورت به ضرب و جمع عملͽر�های تعریف با و f, g ∈ F(Y, k) هر ازای به مͬ�دهیم.

(f + g)(x) = f(x) + g(x),

(fg)(x) = f(x)g(x),

از زیرحلقه�ای به مͬ�توان را k میدان بود. خواهد حلقه ͷی F(Y, k) مجموعه ،x ∈ Y برای

گرفت. نظر در است ثابت توابع همه دربرگیرنده که F(Y, k)

چندجمله�ای تابع ͷی را f ∈ F(Y, k) تابع آنͽاه باشد، چندگونا ͷی Y ⊆ An اگر

،(a١, . . . , an) ∈ Y برایهر که Fیافتشود ∈ k[x١, . . . , xn]چندجمله�ایͷی هرگاه نامند

باشیم: داشته

f(a١, . . . , an) = F (a١, . . . , an).

مجموعه آن زیرمجموعه k که مͬ�دهند را F(Y, k) از زیرحلقه ͷی تشͺیل چندجمله�ای توابع

است.

(a١, . . . , an) ∈ Y هر ازای به اگر تنها و اگر گویند برابر را G و F چندجمله�ای دو

باشیم: داشته

(G− F )(a١, . . . , an) = ٠;

F(Y, k) از زیرحلقه�ای با A(Yرا ) خارج�قسمتͬ حلقه مͬ�توان بنابراین، .F−G ∈ I(V ) یعنͬ

گرفت. ͬͺی است Y روی چندجمله�ای توابع همه مجموعه که

رده�ای کار، این برای دهیم. قرار بررسͬ مورد را چندگوناها روی توپولوژی مͬ�خواهیم حال

مͬ�کنیم. معرفͬ را است چندگوناها همه دربرگیرنده که ͷتوپولوژی فضاهای از

زیرمجموعه�های روی کاهشͬ زنجیر شرط هرگاه است توپولوژیͷنوتری فضای ͷی تعریف٧.

عددی بسته، زیرمجموعه�های از Y١ ⊇ Y٢ ⊇ . . . زنجیر هر برای یعنͬ باشد؛ درست آن بسته




