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1«.، که یک واجب دینی استملی یآموزی، نه تنها یک وظیفهخوانی و علمامروزه کتاب»

های ارزیابی رشد، توسعه و پیشرفت فرهنگی هر هدر عصر حاضر یکی از شاخص
خوانی مردم آن مرز و بوم است. ایران کشوری میزان تولید کتاب، مطالعه و کتاب

با داشتن تمدنی چندهزارساله و مراکز متعدد علمی،  تاکنوناسلامی نیز از دیرباز 
های معتبر، علما و دانشمندان بزرگ با آثار ارزشمند تاریخی، سرآمد فرهنگی، کتابخانه

سان خورشیدی هی فرهنگ و تمدن جهانی بهای دیگر بوده و در عرصهها و ملتدولت
چه کسی  .کندخویش هنرنمایی مینهاد درخشد و با فرزندان نیکتابناک همچنان می

آور ایرانی همچون ابوعلی سینا، ابوریحان فرزانه و نامکه در دنیا با دانشمندان است 
 ،ای نظیر فردوسی، سعدیهمچنین شاعران برجستهبیرونی، فارابی، خوارزمی و ... 

امی مولوی، حافظ و ... آشنا نباشد و در مقابل عظمت آنها سر تعظیم فرود نیاورد. تم
این افتخارات ارزشمند، برگرفته از میزان عشق و علاقه فراوان ملت ما به فراگیری علم 

 ،ی الهیهای گوناگون است. به شکرانهو مطالعه منابع و کتاب نو دانش از طریق خواند
ولی اکنون در این زمینه در چه  .و پربار است درخشانتاریخ و گذشته ما، همیشه 

های فرهنگی در شده از سوی مجامع و سازمانآمار و ارقام ارائهجایگاهی قرار داریم؟ 
 .باشدی هر ایرانی، برایمان چندان امیدوارکننده نمیی مطالعهمورد سرانه

فت است و کتاب خوب، یکی ی دانش و معرای به سوی گسترهکتاب، دروازه
ی دستاوردهای بشر در سراسر عمر جهان، هاز بهترین ابزارهای کمال بشری است. هم

ها پدید هایی است که انساننوشتهدر میان دستتا آنجا که قابل کتابت بوده است، 
های پیامبران به بشر، و تعالیم الهی، درس ،نظیری بیآورند. در این مجموعهآورده و می

پذیر نیست. همچنین علوم مختلفی است که سعادت بشر بدون آگاهی از آنها امکان
ترین دستاورد از مهمشک بخش کتاب ارتباط ندارد بیو زندگی زیباکسی که با دنیای 

روشنی ، بهانسانی و نیز از بیشترین معارف الهی و بشری محروم است. با این دیدگاه
توان ارزش و مفهوم رمزی عمیق در این حقیقت تاریخی را دریافت که اولین می

و در اولین  «بخوان!«خطاب خداوند متعال به پیامبر گرامی اسلام)ص( این است که 
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به تجلیل یاد  «قلم»الشأن خداوند، فرود آمده، نام ی عظیمای که بر آن فرستادهسوره
ْوَْإ قْ » است:شده در اهمیت عنصر کتاب برای تکامل  «قَلَمباِل ْْرَمُ.ْإَلَّذیْعَلَّمَْاکَْ کَْإلْ رَبْ رَإ 

ی انسانی، همین بس که تمامی ادیان آسمانی و رجال بزرگ تاریخ بشری، از جامعه
 اند.طریق کتاب جاودانه مانده

شمول خود با هدف آموزش برای جغرافیایی ایران ینور با گسترهپیام دانشگاه
محور در نظام آموزش عالی عنوان دانشگاهی کتاببه ،وقتجا و همههمه، همه

و خردورزی بخش عظیمی از جوانان سازی کشورمان، افتخار دارد جایگاه اندیشه
جویای علم این مرز و بوم باشد. تلاش فراوانی در ایام طولانی فعالیت این دانشگاه 

ظران برجسته نهای گرانقدر استادان و صاحبربهگیری از تجانجام پذیرفته تا با بهره
شاخص و خودآموز تولید شود. در آینده درسی ها و منابع آموزشی کشورمان، کتاب

این مهم با هدف ارتقای سطح علمی، روزآمدی و توجه بیشتر به نیازهای مخاطبان  هم،
طور قطع استفاده از نظرات استادان، نور با جدیت ادامه خواهد داشت. بهدانشگاه پیام

رسان ی مهم و خطیر یاریما را در انجام این وظیفه ،نظران و دانشجویان محترمصاحب
های خود ما را در دمی عزیزانی که با نقد، تصحیح و پیشنهاخواهد بود. پیشاپیش از تما

م. لازم است از تمامی ینمایرسانند، سپاسگزاری میی خطیر یاری میانجام این وظیفه
و ما را در سازی خود دانسته نور را منزلگه اندیشهاندیشمندانی که تاکنون دانشگاه پیام

اند، صمیمانه قدردانی گردد. موفقیت هتولید کتاب و محتوای آموزشی درسی یاری نمود
 ست.ا پژوهان عزیز آرزوی همیشگی ماو بهروزی تمامی دانشجویان و دانش
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  پیشگفتار

مدل ریاضی بیشتر مسائل در علوم و مهندسی به فرم معادلات دیفرانسیل است. ولـی ایـن   

ي تحلیلـی حـل کـرد،    هـا  روشبـا   تـوان  یمواقعیت وجود دارد که اکثر این معادلات را ن

ي تقریبی و عـددي بـراي حـل ایـن مسـائل اسـتفاده کنـیم.        ها روشبنابراین لازم است از 

دیمی در آنـالیز عـددي   ي عددي حل معادلات دیفرانسیل اگرچه یکی از مباحث قها روش

ن توجه بسـیاري از محققـی  ت و کاربرد آن همواره موضوع موردتوجه به اهمیاست، ولی با

  بوده است.

شده مباحث مربوط به حل عددي معادلات دیفرانسیل معمولی و  در این کتاب سعی

آموز و با زبـان سـاده، شـیوا و    خود کاملاً   صورت به  جزئی معادلات دیفرانسیل با مشتقات 

فهم براي دانشجویان دوره کارشناسی بیان شود. براي درك بهتر مطالب، پس از تشریح  قابل

 یات کامل ارائهئ، با جزدهد میدین مثال مختلف که کاربرد آن روش را نشان هر روش، چن

  شده است. 

عـالی   که تمام مطالب سرفصل مصوب شوراي ي کتاب حاضر این استها گیاز ویژ

قالب دهد و در میاوري براي این درس را پوشش ریزي وزارت علوم، تحقیقات و فنّ برنامه

  فصل ارائه شده است. 5

یک تصویر کلی از ابزارهاي عددي حل معادلات دیفرانسیل و معـادلات  فصل اول  

حـل عـددي مسـائل مقـدار اولیـه بـا       ترتیب  بههاي دوم و سوم،  . در فصلدهد میتفاضلی 

ي عـددي حـل   هـا  روشبررسی قرار گرفتـه اسـت.   موردگامی و چندگامی  ي تکها روش

تفاضـلی بـراي حـل     يهـا  روشمسائل مقدار مرزي در فصل چهـارم و در فصـل پـنجم،    

هفت



از سه نوع سهموي، هذلولوي و بیضوي بیـان شـده     جزئیمعادلات دیفرانسیل با مشتقات 

خودآزمـایی     صورت بههایی  تمرین واي  هاي چهارگزینه تمرین نیز است. در پایان هر فصل

در انتها، تعدادي تمـرین مـروري از    هاي دانشجویان ارائه شده است. براي سنجش آموخته

  است. آورده شدهها از  به همراه حل آنف کتاب مختل مباحث

هشت



 

  

  

  فصل اول
  

  

  اي بر معادلات دیفرانسیل مقدمه
  

  

  هدف کلی

اولیه، معادلات تفاضلی  وجود و یکتایی جواب مسائل مقدار در این فصل ضمن بیان قضیه

  .  شود میها مطالعه  و چگونگی تعیین جواب آن

  

  هاي یادگیري هدف

  لعه این فصل باید بتواند:دانشجو پس از مطا

بودن معادلات دیفرانسـیل معمـولی و معـادلات دیفرانسـیل بـا       . مرتبه، خطی یا غیرخطی1

  را مشخص کند.  جزئیمشتقات 

  اولیه را بررسی کند. مقدار . وجود و یکتایی جواب مسائل2

  اولیه را با روش تکرار پیکارد تعیین کند. ی از جواب مسائل مقدار. تقریب3

  آورد. دست بهواب عمومی معادلات تفاضلی همگن و غیرهمگن را . ج4

  

  مقدمه

متغیر مستقل باشد را و مشتقاتش نسبت به یک یا چند هر معادله که شامل یک تابع مجهول

هـاي فیزیکـی، شـیمیایی،     پدیـده  نامنـد. مـدل ریاضـی بسـیاري از     معادله دیفرانسـیل مـی  

واکتیـو، شـار جریـان در مـدارهاي الکتریکـی،      نظیر تجزیه رادیو غیره  بیولوژیکی، اقتصاد

هاي مـالی، افـزایش یـا کـاهش      بینی پراکندگی و کشف امواج زلزله، پردازش تصویر، پیش
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شود. بنابراین بررسی  معادله دیفرانسیل ظاهر می صورت بهجمعیت و بسیاري مسائل دیگر 

تـرین   کـاربردي  واقـع یکـی از  است. درتوجه بوده ل معادلات دیفرانسیل همواره موردو ح

. لازم به ذکر است که حتی استمباحث موجود در ریاضیات، موضوع معادلات دیفرانسیل 

هاي مفیدي از فرایندهاي فیزیکی مهم هستند. مثال زیر  ترین معادلات دیفرانسیل، مدل ساده

  کننده این مطلب باشد. وشند رتوان می

  برابر است با aو شتاب  m طبق قانون دوم نیوتن نیروي کل وارد بر جسمی به جرم

)1 -1(  F ma  

ب ثقل زمـین آزادانـه سـقوط کنـد،     شتا تأثیر تحتتنها  mحال فرض کنید جسمی به جرم 

 yشتاب ثقل زمین است. هرگـاه   gاست که در آن  mgحالت تنها نیروي وارد بر آن  ایندر

م جسم از ارتفاع ثابتی باشد، آنگاه شتاب جس  فاصله
2

2

d y

dx
   صورت به) 1- 1است و رابطه ( 

  آید: میزیر در

)1 -2(  
2

2

d y
m mg

dx
  

،  کنـد  مـی فرض که هوا نیز نیروي مقاومی متناسب با سرعت جسم بر آن اعمـال   این اگر با

  وضعیت را تغییر دهیم، نیروي کل وارد بر جسم

 
dy

F mg k
dx

  

زیـر     صـورت  بـه ) 1- 1صـورت رابطـه (   اینضریب مقاومت نام دارد. در kکه در آن است 

  :  شود میتبدیل 

)1 -3(   
2

2

d y dy
m mg k

dxdx
  

یـک معادلـه دیفرانسـیل     صورت به) مدل ریاضی این مسئله فیزیکی است که 3- 1معادله (

  ظاهر شده است.

باشد، معادلـه   عادله ظاهر شدهکه مشتق تابع مجهول نسبت به یک متغیر در م صورتیدر

  نامیم. ی میئرانسیل با مشتقات جزصورت معادله دیف را معادله دیفرانسیل معمولی، در غیر این

  هایی از معادلات دیفرانسیل معمولی هستند: هاي زیر نمونه معادله

dy
kx

dx
 

  



 3 لات دیفرانسیل    اي بر معاد مقدمه

 

( ) ( )
d y dy

x x p p y
dxdx

    
2

2
2

1 2 1 0  

( )( ) y x xy x e e    
  ی هستند:ئهایی از معادلات دیفرانسیل با مشتقات جز معادلات زیر نیز نمونه

( , ) ( , )u x t u x t

t x


 


 

2
2

2
  

( , ) ( , )u x t u x t

t x


 


 

2 2
2

2 2
  

که در آن  و  2 ترتیب معادله گرما و معادله  هاي فیزیکی هستند. این دو معادله به ثابت 2

ها از اهمیـت زیـادي برخـوردار اسـت. در فصـل پـنجم        آن  شوند و مطالعه موج نامیده می

  ي عددي حل این معادلات را بیان خواهیم کرد.ها روش

  ادامه مباحث منظور از معادله دیفرانسیل، معادله دیفرانسیل معمولی است.نکته: در

شـود و   سـیل نامیـده مـی   بالاترین مرتبه مشتق موجود در معادله، مرتبه معادله دیفران

  شود. معادله دیفرانسیل نامیده میبالاترین مرتبه مشتق موجود در معادله، درجه   درجه

ها اسـت. اگـر در    بودن آن خطیز معادلات دیفرانسیل، خطی یا غیربندي مهم ا یک رده

 با خودش یا مشتقاتش وجود نداشته باشـد،  yمعادله دیفرانسیل هیچ ضربی بین متغیر وابسته 

نامیم. همچنین در یک معادله دیفرانسیل اگـر   صورت غیرخطی می معادله را خطی در غیر این

صفر شامل متغیر وابسـته باشـند، معادلـه دیفرانسـیل را همگـن در غیـر       هاي غیر عبارت همه

طرفی اگر همه ضـرایب معادلـه دیفرانسـیل ثابـت باشـند،      نامیم. از می صورت غیرهمگن این

  نامیم. صورت با ضرایب متغیر می دیفرانسیل با ضرایب ثابت در غیر این معادله را یک معادله

  ،صورت به m فرم کلی یک معادله دیفرانسیل غیرخطی مرتبه

)1 -4(  ( ) ( )( , , ', , , ) 1 0 m mF x y y y y  

  یا

)1 -5(  ( ) ( )( ) ( , , ', , ) 1m my x f x y y y  

بالاترین مرتبه  شود که در آن ) نامیده می4- 1) نمایش استاندارد معادله (5- 1است. معادله (

شود. جواب عمومی یک  بیان می xتر و متغیر مستقل  مشتق برحسب مشتقات مراتب پایین

مقـدار   mثابت دلخواه مستقل است. براي تعیین ایـن   m ، شامل m معادله دیفرانسیل مرتبه
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شرط، مقدار تابع جواب و مشـتقات آن   mشرط در یک نقطه لازم است. اگر این  mثابت، 

یـک معادلـه دیفرانسـیل    .   شـود  میها شرایط اولیه گفته  طه مشخص باشند، به آندر یک نق

اولیـه   شود. بنابراین یک مسئله مقدار میاولیه نامیده  مسئله مقدارهمراه شرایط اولیه، یک  به

  شود: زیر بیان می صورت به m مرتبه

)1 -6(  
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( , , ', , ),   
   

( ) ,     , , , ,

   


  

1
0

0 0 0 1 2 1





m m

p p

y x f x y y y x x b

y x y p m
  

ها را در نقاط ابتدایی و  مشتقات و یا ترکیب آن شرط مقادیر تابع جواب، m اگر این

همراه  شوند. هر معادله دیفرانسیل به انتهایی بازه جواب نشان دهند، شرایط مرزي نامیده می

  شود. شرایط مرزي، مسئله مقدار مرزي نامیده می

اولیه و مقدار مرزي داشـته باشـیم،    بندي براي مسائل مقدار یک تقسیم اگر بخواهیم

هاي وابسته به زمـان و مسـائل    بندي پدیده اولیه معمولاً در مدل مسائل مقدار گفت نتوا می

مثـال معادلـه    عنـوان  شوند. بـه  هاي پایدار حالت ظاهر می بندي سیستم مقدار مرزي در مدل

  دیفرانسیل

,           2 2 0 3xy y y y e x  

  با شرایط اولیه

( ) ,   ( ) ,   ( )y y y   0 1 0 2 0 0  

  است. 3مرتبه  اولیهمقدار یک مسئله 

  چنین معادله دیفرانسیلهم

sin(ln )
" ' ,    

x
y y y x

x x x
     

2 2

2 2
1 2

  
  با شرایط مرزي

( ) ,   ( )y y 1 1 2 2  

  یک نمونه از مسائل مقدار مرزي است.

  

  اولیهمقدار مسائل  1- 1

)، با یـک دسـتگاه   6- 1به فرم ( m  اولیه مرتبهمقدار هر مسئله در فصل دو خواهیم دید که 

ي عـددي  هـا  روشاولیه معادل است. بنابراین بررسی مقدار انسیل مرتبه اول ادلات دیفرمع
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  اولیه،مقدار حل مسئله 

)1 -7(  
' ( , ),    

( )

  




0

0 0

y f x y x x b

y x y
  

آید ایـن اسـت کـه آیـا      اي برخوردار هستند. حال اولین سوالی که پیش می از اهمیت ویژه

)جوابی براي این مسئله وجود دارد؟ یا تابع  الزاماً , )f x y    چه شرایطی باید داشـته باشـد

کلـی   حالـت ) در7- 1که مسئله ( دهد میتا وجود جوابی یکتا تضمین شود؟ مثال زیر نشان 

  ممکن است جوابی نداشته باشد.

  

  مثال 1- 1- 1

  اولیهمقدار  مسئله

' ,   

( )

y y x

y

   




2 0 2

0 1  
  :است از نظر بگیرید. جواب این معادله عبارترا در

( )y x
x




1

1  
اولیـه روي بـازه   مقـدار  نیست، بنابراین ایـن مسـئله    شده  تعریف 1xازاي  این جواب به

[ , ]0   ندارد. جواب 2

)که پیوسـتگی تـابع      شود میاز این مثال مشخص  , )f x y     بـراي تضـمین وجـود

  ) کافی نیست.7- 1اولیه (مقدار  یکتا براي مسئلهجوابی 

  

  تعریف 2- 1- 1

 فرض کنید. ( , ) |  ,     0D x y x x b y . هرگاه ثابت0L  وجود داشته

)که براي هر  ي  طور بهباشد  , ), ( , )x y x z D :داشته باشیم  

( , ) ( , )  f x y f x z L y z  

)گوییم تابع  , )f x y  رويD  در شرط لیپ شیتس نسبت به متغیرy  و   کند میصدقL  را

  نامیم. ثابت لیپ شیتس می
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  مثال 3- 1- 1

ــابع  )ت , ) f x y x y  روي ( , )  ,       1 2 3 4D x y x y  ــپ در شــرط لی

). زیرا براي هر  کند میصدق  yشیتس نسبت به متغیر  , ), ( , )x y x z D :داریم  

( , ) ( , )      2f x y f x z x y x z x y z y z  

  است. 2و ثابت لیپ شیتس 

  

  قضیه 4- 1- 1

ــد  ــرض کنی ف ( , ) |  ,  D x y x x b y     0   ــابع ــراي ت ــر ب و شــرایط زی

( , )f x y :برقرار باشد  

) الف) , )f x y  رويD شده و پیوسته باشد، تعریف  

) ب) , )f x y وي رD  در شرط لیپ شیتس نسبت به متغیرy  کند، صدق  

)فـرد   بهمنحصـر  جـواب  ) داراي7- 1اولیه ( مقدار  مسئله  ،0yاولیه  مقدار گاه براي هرآن )y x 

براي  0x x b که باشد می ( )y x براي هر ( , )x y D پذیر است. مشتق و پیوسته  

  است. شده  ] آورده23: 2008اثبات این قضیه در [بوچر، 

  

  مثال 5- 1- 1

  اولیهمقدار نشان دهید مسئله 

)1 -8(  
' sin( ),   

 
( )

   




1 0 2

0 0

y x xy x

y
  

  داراي جواب یکتا است.

  اي تابعمیانی را برمقدار قضیه گرفته و نظر را ثابت در xحل: 

( , ) sin( )f x y x xy 1  
zبنابراین هرگاه  گیریم. کار می هب y  باشد، عدد( , )  z y  که: ي  طور بهوجود دارد  

( , ) ( , )
( , ) cos( )

f x y f x z
f x x x

y z y
 

 
 

 
2

  
نتیجه براي در 0 2x :داریم  

( , ) ( , ) cos( )f x y f x z y z x x y z    2 4
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Lبا ثابت  yدر شرط لیپ شیتس نسبت به متغیر  fپس   آن بـر  . عـلاوه  کنـد  مـی صدق  4

( , )f x y  روي ( , ) |  ,       0 2D x y x y   ــق پیوســته اســت. پــس طب

  ست.) داراي جواب یکتا ا8- 1اولیه (مقدار مسئله  ،4- 1- 1قضیه 

 
  روش تکرار پیکارد 2- 1

)کنید فرض  )y x  گیـري از معادلـه    ) باشد. بـا انتگـرال  7- 1اولیه (مقدار جوابی از مسئله

( , ) y f x y :داریم  

( ) ( , ( ))
x x

x x
y t dt f t y t dt  

0 0  
  :  شود میانتگرال طرف چپ، نتیجه   با محاسبه

( ) ( ) ( , ( ))
x

x
y x y x f t y t dt  

0
0

  
  طور معادل، به

)1 -9(  ( ) ( , ( ))  
0

0
x

x
y x y f t y t dt  

)عمـل چـون   . در) یک معادله انتگـرال اسـت  9- 1معادله ( )y x    مشـخص نیسـت، آن را

دنباله توابع   وسیله به ( )

0n n

y x بازگشتی   صورت بهزنیم که  تقریب می  

)1 -10(  
( )

( ) ( , ( ))



  
0

0 0

1 0
x

n nx

y x y

y x y f t y t dt
  

) را 10- 1گیـري (  ه بتـوان انتگـرال  ک ـ fآن دسته از توابع شوند. این روش براي  تعریف می

واقـع دنبالـه   صریح انجام داد، عملی اسـت. در   طور بهها  آن براي ( )

0n n

y x شـده  تولید

  است.  همگراروش به تابع جواب  ایناز

  

  مثال 1- 2- 1

  اولیهمقدار پیکارد جواب تقریبی مسئله  با استفاده از روش تکرار

' ,   

( )

y y x

y

  




0 2

0 1  
  را بیابید.
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)حل: با انتخاب  )y x 0   آوریم: می دست به) 10- 1از رابطه بازگشتی ( ،1

( ) ( )

( ) ( ) ( )
!

( ) ( ) ( )
! !

x

x x

x x

y x y t dt x

x
y x y t dt t dt x

t x x
y x y t dt t dt x

   

       

         



 

 

1 00

2

2 10 0

2 2 3

3 20 0

1 1

1 1 1 1
2

1 1 1 1
2 2 3

  

  نتیجهدر

( ) ( )

           ( )
! ( )!

           
! !

x
n n

nx

n

y x y t dt

t t
t dt

n

x x
x

n





 

     


    





10

2 1

0

2

1

1 1
2 1

1
2





  

  طرفی چوناز

! !
x x x

e x    
2 3

1
2 3


  

  است از: پس جواب دقیق مسئله عبارت

( ) xy x e  

  

  معادلات تفاضلی 3- 1

گـام اسـت.    بـه  ) یک رونـد گـام  7- 1اولیه (مقدار مسئله ي عددي براي حل ها روشاساس اکثر 

)هایی هستند کـه جـدولی از مقـادیر     واقع الگوریتمدر ها روشاین  )y x    را در نقـاط معـین و

,الفاصله  متساوي , ,0 1 2 x x x  کننـد. ایـن    تولیـد مـی   شـوند،  که نقاط گره یا شبکه نامیده مـی

آیـد و   مـی  دسـت  بـه ) 7- 1شوند که از مسـئله (  وسیله یک رابطه بازگشتی محاسبه می مقادیر به

ny حسب را برy0 ،y1،... ، 1ny  زیر است: صورت به. رابطه بین نقاط شبکه  کند میبیان  

)1 -11(  
,      , , , ,    


1 0 1 2 1n n

N

x x h n N

x b
  

  دیگر  بیان  . به  شود می ، طول گام نامیده0hکه در آن 

)1 -12(  ,     , , ,  0 1 2nx x nh n N  
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)، بـا قـراردادن   7- 1دیفرانسـیل (  ترین رابطه بازگشتی مناسب براي حل معادله ساده

  آید. اگر قرار دهیم: می دست به nyجاي  یک تفاضل پیشرو به

n n
n

y y
y

h
 

  1 

  ) داریم:7- 1از (

( , )n n
n n

y y
f x y

h
 

1  

  معادل،   طور به

)1 -13(  ( , )n n n ny y hf x y  1  

گـذاري   دیگـر بـا جـاي    بیـان  . بـه   شـود  میضلی نامیده ) یک معادله تفا13- 1معادله (

 دسـت  بـه جاي مشتقات در یک معادله دیفرانسیل، معادلـه تفاضـلی    هاي تفاضلی به تقریب

مـوازات نظریـه و حـل     هـا بـه   آید. نظریه و حل معادلات تفاضلی در بسـیاري از جنبـه   می

  معادلات دیفرانسیل است.

) بـراي حـل   13- 1یی نظیـر ( هـا  وشرهـاي حاصـل از    براي بررسی دقت تقریـب 

  پردازیم. معرفی ساختار و خواص معادلات تفاضلی می معادلات دیفرانسیل، به

  

  تعریف 1- 3- 1

 فرض کنید ( , , , )0 1 n mF w w w اي از توابع  دنباله 1m    متغیره باشد که بـراي هـر

n  و هرrw  متعلق به بازه بستهI  که, , ...,0 1r m باشد. معادله شده تعریف  

)1 -14(   , , ,  1 0n n n n mF y y y  

  .  شود مینامیده  mیک معادله تفاضلی مرتبه  nبراي هر 

 اي مانند دنباله ny ازاي  ، هرگاه بـه  شود می) نامیده 14- 1( ه تفاضلیجواب معادل

nyداشته باشیم  nهر  I  وny ) صدق کند.14- 1در (  

    صورت بهبا ضرایب ثابت  m فرم کلی یک معادله تفاضلی غیرهمگن خطی مرتبه

)1 -15(       0 1 1 n m n m m n na y a y a y g  

,هـا،  jaاست، که در آن  , , ,0 1 2j m     اعـداد ثابـت مسـتقل ازn ،a 0 maو  0 0 

ngگذاري  هستند. با جاي 0 تفاضلی همگن  )، معادله15- 1دله (در معا  

)1 -16(       0 1 1 0n m n m m na y a y a y  
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)آید. اگر  می دست به )p
ny ) و 15- 1یک جواب خصوصی از معادله (n  جواب عمومی

از معادلـه   nyگاه هر جواب عمومی  ) باشد، آن16- 1معادله همگن نظیر آن یعنی معادله (

    صورت به) 15- 1غیرهمگن (

)1 -17(  ( )  p
n n ny y  

  خواهد بود.

  دا معادله تفاضلی همگن مرتبه دومبراي توضیح روش حل معادلات تفاضلی، ابت

)1 -18(     0 2 1 1 2 0n n na y a y a y  

  دهیم: نظر بگیرید. براي حل این معادله قرار میرا در

)1 -19(   n
ny z  

  ) داریم:18- 1) در (19- 1گذاري ( است. با جاي nمستقل از  zکه در آن 

n n na z a z a z   2 1
0 1 2 0  

  معادل،   طور به

)1 -20(     2
0 1 2 0nz a z a z a  

باشد، جواب بدیهی  0nzاگر  0n بـدیهی بـراي   غیر هـاي  جـواب  .آید می دست به

  اي ریشه چندجمله zصورتی وجود دارند که ) در18- 1معادله (

)1 -21(  ( )    2
2 0 1 2 0P z a z a z a  

حالت . دو  شود می) نامیده 18- 1) معادله مشخصه نظیر معادله تفاضلی (21- 1باشد. معادله (

  ) وجود دارد.21- 1هاي معادله ( براي ریشه

  ایز باشند.هاي معادله مشخصه متم حالت اول: ریشه

گاه دو جواب مستقل خطـی  ) باشند، آن21- 1متمایز معادله ( دو ریشه 2zو  1zاگر 

1
nz  2و

nz ) صورت به) 18- 1داریم. بنابراین جواب عمومی معادله تفاضلی    

)1 -22(    1 1 2 2
n n

n c z c z  

  هاي دلخواهی هستند. ثابت 2cو  1cاست که در آن 

  هاي معادله مشخصه برابر باشند. حالت دوم: ریشه

اگر    1
2 1

02

a
z z

a
1گـاه  ) باشـد، آن 21- 1شه مضاعف معادله (ری 

nz    یـک جـواب

) ریشه تکراري 1z) است. چون 18- 1معادله ( )2P z  است پس( ) 2 1 0P z .گـذاري  با جاي 
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 1
n

ny nz داریم:18- 1معادله ( در (  

   

 

( ) ( )

( ) ( )

    

       

 



2 1
0 1 1 1 2 1

2
1 0 1 1 1 2 1 0 1 1

1 2 1 1 2 1

2 1

2

0

n n n

n

n

a n z a n z a nz

z n a z a z a z a z a

z nP z z P z

  

1 دهد میکه نشان 
nnz ) صورت به) است و جواب عمومی آن 18- 1جواب دیگر معادله  

)1 -23(    1 1 2 2
n n

n c z c nz  

  خواهد بود.
  

  مثال 2- 3- 1

  جواب عمومی معادله تفاضلی

n n ny y y   1 22 0 
 را بیابید.

  است از: حل: معادله مشخصه نظیر این معادله تفاضلی عبارت

z z   2 2 0 
هاي آن  که ریشه 1 1z  وz 2   بنابراین جواب عمومی این معادله هستند. 2

( )n n
n c c   1 21 2  

 است.
  

  مثال 3- 3- 1

  جواب عمومی معادله تفاضلی

   2 12 0n n ny y y  
  زیر را بیابید.

  است از: دله تفاضلی عبارتحل: معادله مشخصه نظیر این معا

z z  2 2 1 0  
  

هـاي آن   و ریشـه  1 2 1z z     شــده  هســتند. پـس جـواب عمــومی معادلـه تفاضـلی داده

  زیر است:   صورت به

n c nc  1 2  
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روشی که براي تعیین جواب معادلات تفاضلی خطـی همگـن مرتبـه دوم توضـیح     

حالـت نیـز بـا     ایـن تعمـیم داد. در  mبـراي معـادلات تفاضـلی مرتبـه      توان میرا شد  داده

گذاري  جاي n
ny z ) داریم:16- 1در معادله (  

     1
0 1 0n m n m n

ma z a z a z 

  یا

    1
0 1 0n m m

mz a z a z a  

  اي ریشه چندجمله z بنابراین اگر

)1 -24(  ( )     1
0 1 0m m

m mP z a z a z a  

) نیـز معادلـه   24- 1آینـد. معادلـه (   می دست به) 16- 1هاي غیربدیهی معادله ( باشد، جواب

) 24- 1کلی معادله مشخصه ( حالت. در  شود می) نامیده 16- 1مشخصه نظیر معادله تفاضلی (

z1 ،zریشه  mداراي  2،... ، mz ها متمـایز باشـند، جـواب عمـومی      است. اگر این ریشه

  است از: ) عبارت16- 1معادله تفاضلی (

)1 -25(     1 1 2 2 n n n
n m mc z c z c z  

  ستند.اعداد ثابت دلخواهی ه 1c ،2c،... ، mc که در آن

2) داراي ریشـه تکـراري   24- 1حال فرض کنید معادله مشخصـه (  1z z   باشـد و

, که izهاي  دیگر ریشه , , 3 4i m 1صورت معادلـه تفاضـلی (   اینمتمایز باشند. در -

) داراي 16 1m  جوابnz1 ،nz 3 ،... ،n
mz  1است. چونz اي  ریشه تکراري چندجمله

( )mP z  است، پس( ) 1 0mP z  گذاري  با جايو 1
n

ny nz ) داریم:16- 1در معادله (  

 
 

   

( ) ( ) ( )

                                     + ( )

   





 


       

    

    

     

1 1
0 1 1 1 1 1 1

1
1 0 1 1 1 1 1

1 2
1 0 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

1

0







n m n m n n
m m

n m m
m m

m m
m

n
m m

a n m z a n m z a n z a nz

z n a z a z a z a

z ma z m a z a

z nP z z P z

  

  

1 دهد میکه نشان 
nnz ) اسـت. بنـابراین جـواب عمـومی معادلـه      16- 1نیز ریشه معادله (

  است از: ) عبارت16- 1تفاضلی (

)1 -26(        1 1 2 1 3 3 n n n n
n m mc z c nz c z c z  
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 ) با مرتبه تکرار24- 1معادله مشخصه ( ریشه تکراري 1zکلی فرض کنید   حالت در

r باشد، یعنی  

  1 2  rz z z  

    عمـومی معادلـه تفاضـلی    متمایز باشند، آنگاه جواب 1rz ،2rz،... ، mzهاي  و ریشه

  زیر است:   صورت به) 16- 1(

)1 -27(  
( )

       ( )( ) ( )

n n n
n

n n n
r r r m m

c z c nz c n n z

c n n n n r z c z c z



 

    

       

1 1 2 1 3 1

1 1 1

1

1 2 1



 
  

 m 1ثابــت دلخــواهc ،2c،... ، mc  ــه تــوان مــیرا ــه ب ــراي هــر   گون ــین کــرد کــه ب اي تعی

, , , 0 1 1n m ،n  مقادیر مشخص شدهy0 ،y1 ،... ،my 1 .را اختیار کند  

 
  مثال 4- 3- 1

  ب عمومی معادله تفاضلی مرتبه سومجوا

     3 2 1 0n n n ny y y y  

  با شرایط اولیه

,  ,    0 1 21 2 3y y y  

  را بیابید.

  زیر است:   صورت بهشده  حل: معادله مشخصه نظیرمعادله تفاضلی داده

( ) ( ) ( )       3 2 21 1 1 0P z z z z z z  

هــاي آن  کــه ریشــه 1 1z  و 3 2 1z z   ــه ــابراین جــواب عمــومی معادل هســتند، بن

  است از: عبارت

)1 -28(  ( )n
n c c nc    1 2 31  

,گذاري  با جاي ,0 1 2n ) داریم:شده  با استفاده از شرایط اولیه دادهو ) 28- 1در  

          

 

  

c c

c c c

c c c

 

   

  

1 2

1 2 3

1 2 3

1

2

2 3

 

  :  شود میکه از آن نتیجه 

,     1 2 30 1c c c  
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  )، جواب مطلوب28- 1ین مقادیر در (گذاري ا با جاي

 1n n  

  آید. می دست به

) لازم است یک جواب 15- 1براي تعیین جواب عمومی معادله تفاضلی غیرهمگن (

 توان میکردن  را با امتحانخصوصی از آن را داشته باشیم. معمولاً جواب خصوصی معادله 

و  nمستقل از  gحالت خاصی که قسمت غیرهمگن معادله یعنی تابع آورد ولی در دست به

m

j
j

a



0

  از رابطه زیر تعیین کرد: توان میباشد، جواب خصوصی را  0

)1 -29(  ( )p
n m

j
j

g
y

a





0

  

  است از: ) عبارت15- 1حالت جواب عمومی معادله ( اینکه در

)1 -30(  n n m

j
j

g
y

a





 


0

  

  

  مثال 5- 3- 1

  جواب عمومی معادله تفاضلی غیرهمگن زیر را بیابید.

)1 -31(      2 1 2 1n n ny y y  

  است از: ) عبارت31- 1حل: معادله همگن نظیر معادله (

)1 -32(      2 1 2 0n n ny y y  

  و معادله مشخصه نظیر آن

   2 2 0z z  

است. این معادله داراي دو ریشه متمایز  1 1z  و2 2z      بـوده، پـس جـواب عمـومی

  :  شود میزیر تعیین    صورت به) 32- 1معادله همگن (

( )  1 21 2n n
n c c  

) جـواب  29- 1اسـت، از رابطـه (   n) مسـتقل از  31- 1چون قسـمت غیـرهمگن معادلـه (   

  است از: ) عبارت31- 1خصوصی معادله (




