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  پيشگفتار ناشر
يك درس در يك  هاي دانشگاه پيام نور حسب مورد و با توجه به شرايط مختلف كتاب

و  ،، مـتن آزمايشـگاهي، فرادرسـي   كتـاب درسـي  صـورت   بـه  يا چند رشتة دانشـگاهي، 
  . دنشو درسي چاپ مي كمك

نيازهـاي  ي صاحب اثـر اسـت كـه براسـاس     مهاي عل ثمرة كوشش درسيكتاب 
، طراحـي   هـاي مصـوب تهيـه و پـس از داوري علمـي      درسي دانشـجويان و سرفصـل  

پـس از  . رسـد  به چـاپ مـي   ،آموزشي علمي و هاي در گروه آموزشي، و ويرايش علمي
 هايبـا دريافـت نــظر   ها و داوري علمي مجدد و  نظرخواهيبا چاپ ويرايش اول اثر، 

صـاحب اثـر در كتــاب تجديدنــظر     ،متناسب با پيشرفت علوم و فناوري و اصـلاحي
  . شود چاپ ميجديد  زباني و صوري با اعمال ويرايش كتاب ويرايش جديد كند و مي

 كمـك اسـتفاده از آن و  است كه دانشـجويان بـا    راهنمايي) م( متن آزمايشگاهي
  . دهند آزمايشگاهي را انجام مي و كارهاي عملي ،استاد

 ـ بـه منظـور غنـي   ) ك( درسي كمكو ) ف( هاي فرادرسي كتاب ر كـردن منـابع   ت
دانشـگاه   وبگـاه ند و يـا در  شـو  و بر روي لوح فشرده تكثير مـي درسي دانشگاهي تهيه 

  . گيرند قرارمي
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نالفؤ مپيشگفتار  

 
باشد كه ساير همكاران  دانشگاه پيام نور مي2 و 1متن حاضر تداوم متون آناليز رياضي 

يل در صمفاهيم مشتق و انتگرال در فضاي حقيقي به تف. اندن را به عهده گرفتهآتدوين 

 به نامه مفهوم مشتقدر فصل اول اين درس.  بيان شده است2 و 1دروس آناليز رياضي 

 محسوسي از به طوردر اين فصل . متغيره برداري تعميم داده شده استتوابع چند

اثبات قضيه تابع معكوس .  قضيه رتبه استفاده شده استدرويژه ه ابزارهاي جبر خطي ب

  . تر بيان شده است روان،به كمك قضيه نقطه ثابت

متغيره حقيقي دمتغيره بر توابع چن هاي حقيقي يكفصل دوم با تعميم انتگرال

پذيري بررسي شده عنوان ملاكي براي انتگراله  اندازه صفر و قدر صفر ب.شودشروع مي

ها به است، سپس انتگرال مكرر و قضيه فوبيني بيان شده و قضيه تغيير متغير در انتگرال

  . كمك قضيه افراز واحد بيان شده است

    و انتگرال  اول و دوم در خصوص مشتقلفصل سوم تعميم مفاهيم فص

فرمها به عنوان تانسورهاي همگرد   – k در اين فصل تانسورها و خصوصاً  .باشدمي

          هاي ها و زنجيرها جايگزين حجرهمتغيره و سادكجايگزين توابع برداري چند



 هشت

k –لم .  مشتق و انتگرال معرفي شده است،اند و سپس با اين عناصر جديد بعدي شده

 جايگزين قضيه تغيير متغير در انتگرال است كه در ينوعه پوانكاره و قضيه استوكس ب

عنوان مطالب اختياري براي دانشجويان ه ضمايم فصل سوم ب. ه بوددفصل دوم بيان ش

  .  است براي هندسه منيفلد در دوره كارشناسي ارشدپيش درآمديمعرفي شده است كه 

نويسي نور اين كتاب در آتيه نزديك بازبر اساس روند جاري در دانشگاه پيام

آوري خواهند دلذا از مدرسين و دانشجوياني كه نقايص اين متن را يا. خواهد گرديد

        محمدنامه به عهده آقاي دكتر ميرويرايش علمي اين درس. گزاريم كرد سپاس

ها به  دستنويس دقيقاند، تايپداشتههاي فراواني رهنمودرضائي بود كه در اين راستا مير

اي مفيدي همهندس اكبري توصيه  تدوين، خصوصاًآقاي سعيد شيبا بود، همكارانعهده 

  . گزاريم داشتند، از همگي سپاس

  ) لف فصل اول ؤم( غلامعلي ميرزا كريمي دانشگاه پيام نور اصفهان 

  ) لف فصل دوم ؤم( فريبا ارشاد دانشگاه پيام نور شيراز 

  ) لف فصل سوم ؤم( محمد چايچي رقيمي دانشگاه پيام نور تبريز 

  

  مؤلفان            

  1387دي ماه 
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هامتغيره و مشتق آنتوابع برداري چند  
 

 
  هدفهاي آموزشي 

 خوبي فرا گرفته ه پس از مطالعه اين فصل بايد مطالب و مفاهيم و تعاريف زير را ب

  .باشيد

 هاي خاص متغيره برداري و بررسي و مقايسه آن در حالتمفهوم مشتق توابع چند -1

 شرط لازم و كافي جهت وجود مشتق  -2

 سبه مشتق و ارتباط آن با مشتقات جزئي محا -3

هاي متغيره و مثالاي و مشتق توابع چندويژه قاعده زنجيرهه خواص مشتق، ب -4

 مربوطه 

Cخواص موضعي توابع از كلاس  -5   و ارتباط آن با خواص مشتق تابع 1

   تابع ضمني و رتبه و كاربرد آنها–قضاياي تابع وارون  -6

 گيريمراتب بالاتر و شرايط تعويض ترتيب مشتقمشتق  -7

 
 مقدمه

f: مشتق توابع يك متغيره حقيقي يعني تابع 1در آناليز رياضي  D ⊆ →R R مورد 

 همچنين براي توابع برداري يعني تابع .مطالعه و خواص آن بررسي شد

( , ,..., ) , := ⊆ → m
mf f f f f D

1 2
R R كه داراي m حقيقي يك مؤلفه 
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  f هاي مؤلفه شرط لازم و كافي وجود مشتقات به صورتتغيره هستند وجود مشتق م

ايم كه  متغيره حقيقي بودهn مواجه با توابع 3 در رياضي عمومي .مشخص گرديد

ها مطرح شد ليكن اسمي از مشتق تابع به ميان نيامد زيرا مشتقات جزئي براي آن

 مبود در اين فصل نخست مقدمات لازامكانات و ملزومات جهت تعريف مشتق فراهم ن

n تابعي مورد نياز براي تعريف مشتق توابع از آناليز از از جبر خطي و بعضاً
R به m

R 

ترين قضايا در اين زمينه از قبيل تابع گردد و مشتق و خواص مشتق و عميقارائه مي

 .شودها معرفي ميهاي آنو قضيه رتبه و بعضي كاربردوارون و تابع ضمني 

   

−1    مروري بر بعضي از خواص جبر خطي 1

T: تابع . باشندR يا � دو فضاي برداري روي W و Vفرض كنيد  V W→  به

)اصيت  خطوري كه ) ( ) ( )T cx y cT x T y+ =  و هر V در x,y را براي هر +

 V از Tتبديل خطي .  استW به V دارا باشد تبديل خطي يا تابع خطي از cاسكالر 

   . را اغلب عملگر خطي نامندVبه 

} يعني Tهسته }ker : ( )T x V xτ= ∈ = يعني  Tردو ب �

{ }( ) ;ranT T x x V=    .باشند ميW و V به ترتيب زير فضاهايي از ∋

 يك به يك است اگر و Tدهد كه تبديل  چنين نتيجه ميTخاصيت خطي 

}تنها اگر  }kerT = �.   

T (dimkerعد هسته ب )T را پوچي Tبعد برد  و T  (dim )ranT 

به  Tسته تبديل يكي از قضاياي مهم جبر خطي در رابطه با رتبه و ه. نامندTرا رتبه 

  .  زير استصورت

  

− −1 1 T: دو فضاي برداري و W و Vهرگاه  .قضيه 1 V W→ يك تبديل خطي 

   داراي بعد متناهي باشد آنگاه Vو 

  Tبعد = Tپوچي + Tرتبه



  3     هاتوابع برداري چند متغيره و مشتق آن  

 كه V ز فضاي برداري باشد هر زير مجموعه مستقل خطي اVفرض كنيد   

 V ر زير مجموعه مستقل و ماكزيمال از ه را توليد كند پايه نام دارد يا معادلاVًفضاي 

V (dim را بعد Vتعداد بردارهاي پايه .  استVيك پايه براي  )Vهرگاه . نامند 

dimV <  با بعد نامتناهي V بعد متناهي و در غير اين صورت با V آنگاه فضاي ∞

  جزئي از يك پايه در نظر به عنوانتوان  را ميVهر زير مجموعه مستقل از . است

Aگرفت يعني هرگاه  V⊆ مستقل باشد آنگاه پايه B براي Vبه طوري وجود است  م

A كه B⊆ .  

  :  زير است به صورتنتيجه جالبي از قضيه فوق 

  

− −2 1  Tهاي برابر و البعد با بعد دو فضاي برداري متناهيW و V هرگاه . نتيجه1

 پوشا باشد T يك به يك است اگر و تنها اگر T باشد آنگاه W به Vتبديل خطي از 

 وارون پذير باشد يعني تحت چنين شرايطي يك به يك Tو در نتيجه اگر و تنها اگر 

 يك به V فضاي با بعد متناهي  رويT عملگر به ويژه .بودن معادل پوشا بودن است

   .يك است اگر و تنها اگر پوشا باشد

  

− −3 1    نمايش تبديلات خطي 1

هاي با پايهبه ترتيب  دو فضا با بعد متناهي W و Vفرض كنيد 

{ }, ,..., nB α α α=
1 2

}و  }, ,.... mB γ γ γ′ =
1 2

 در . باشدW به Vديل از  تبT و 

m نمايشي به فرم يك ماتريس Tآن صورت تبديل  n× ، A  خواهد داشت، كه به 

ت ستون  در حقيق. گويند′B و Bهاي آن نمايش ماتريسي تبديل خطي نسبت به پايه

j ام اين ماتريس مختصات بردار jT α در پايه B′گرچه اين نمايش  .باشد مي

 ثابت نيست ولي همه اًاهرظ W و Vت براي وهاي متفاماتريسي نسبت به پايه

 به شرح كند كه مختصراًر خود حفظ مي غير منتظره دبه طور را Tخصوصيات تبديل 

  . زير است



  3آناليز رياضي      4

 و ماتريس m و n فضاهاي برداري با بعد متناهي به ترتيب W و Vهرگاه 

m n× ،A نمايش تبديل خطي T از V به W نسبت به دو پايه دلخواه باشند آنگاه 

   است لذا A برابر با رتبه ماتريس Tرتبه 

  Tپوچي  = Aهاي تعداد ستون– A رتبه

  ) خطي است مستقلهايرتبه ماتريس برابر با ماكزيمم تعداد ستون( 

  

− −4 1    دار  فضاهاي نرم1

اه با نرم تعريف شده  را همرV تعريف شده باشد V روي فضاي برداري مهرگاه نر

)نامند و با نماد  ميدارنرمفضاي  ,|| ||)V  براي تبديلات خطي روي .دهند نشان مي0

 مفهوم پيوستگي مطرح است كه با توجه به خاصيت خطي دارنرمفضاهاي برداري 

 قضيه به صورت پيوستگي در يك نقطه معادل پيوستگي سرتاسري است و ،تبديلات

  . شود مطرح ميزير

  

− −5 1 : فرض كنيد .قضيه 1 ( ,|| || ) ( ,|| || )T V W→
1 2

0  تبديل خطي باشد در 0

  .  پيوسته باشدVدر هر نقطه از   f در صفر پيوسته است اگر و تنها اگر   f آن صورت 

||اثبات قضيه با توجه به رابطه  ( ) ( ) || || ( ) ||T x T y T x y− = −
2 2

 و انتخاب متغير 

u x y=    .ست ا واضح−

هاي  به اين گونه است كه آيا نرمدارنرمي جالب در زمينه فضاهاي سؤال   

 سؤالجواب ( كند هاي يكساني ايجاد مي توپولوژي،متفاوت روي يك فضاي برداري

 در اين است كه سؤالاهميت اين ) ي با بعد نامتناهي مثبت است دارنرمدر مورد فضاي 

 به فضاي دارنرمپذيري يك تابع از يك فضاي  حد و پيوستگي يا مشتق بررسياغلب

 لذا هرگاه بعد فضاها متناهي .گيردهاي خاص به سهولت شكل مي ديگر با نرمدارنرم

پذيري نسبت به توان گفت اين حد يا پيوستگي يا پيوستگي يكنواخت يا مشتقباشد مي

   .هر نرمي برقرار است



  5     هاتوابع برداري چند متغيره و مشتق آن  

  

− −6 1 n .مثال  1
R را با || || منظور از ، در نظر گرفته∞||  يعني همان ∞||

)سوپرموم نرم  , ,..., )nx x x x=
1 2

|| و  || sup | |i
i n

x x∞
≤ ≤

=
1

f: آيا تابع  . →2 3

R R 

  و 

  

sin
( , , ) ( , ) ( , )

( , )

( , ) ( , )

y
xy x y

x y
x y x y x y

f x y

x y

⎧
⎪

≠⎪
+ + +⎪= ⎨

⎪
=⎪

⎪
⎩

3

2 3

2 2 2 2 2 2

2
� �

� � �

  

  

)در  , )� || با توجه به بحث فوق هرگاه به جاي . پيوسته است� || از ∞|| ||
2

 استفاده 

)كنيم به سهولت پيوستگي تابع در  , )�  براي اين كار فرض . با اين نرم ميسر است�

εكنيد  > �   

( ) sin
|| ( , ) ||

( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

y
xy x y

f x y
x y

x y x y x y

x y

x y

+ +
= ≤

+
+ + + + +≤

+
≤ +

6

2 2 6 2

2

2 2 2 2

2 2 3 2 2 3 2 2 3

2 2 2

2 2

4

4

  

  : پس داريم 

|| ( , ) || ( )f x y x y ε≤ + ≤
1

2 2 2

2
2  

 كافي استلذا 
εδ ≤
2

||با   f  اختيار شود و  ||
2

 چون با توجه به قضيه  پيوسته است،

||بعد  || و 0∞|| ||
2

   .پيوسته است   f  لذا اندمعادل 0
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− −7 1 || با نرمهاي V فضاي برداري .تعريف 1 ||
1

|| و 0 ||
2

 داده شده است گوييم 0

|| ||
1

|| و 0 ||
2

M هرگاه اندمعادل 0 > m و � >  به طوري كه وجود داشته باشد �

xبراي هر  V≠   داشته باشيم �∋

|| ||

|| ||

x
m M

x
≤ ≤2

1

  

  توان نوشت رابطه بالا را به شكل زير مي

|| || || || || ||x E m x x M x∀ ∈ ≤ ≤
1 2 1

  

 يك Vهاي تعريف شده روي يك فضاي برداري  رابطه فوق بين نرم.1 كرذت

  ارزي است رابطه هم

|| هرگاه .2 تذكر ||
1

|| و  ||
2

 باشند اين بدان معني V دو نرم معادل روي 

)هاي هماني از است كه نگاشت ,|| || )V
1

)  به ,|| || )V
2

لذا .  همئومورفيسم است

دنباله   –مجموعه همبند   –مجموعه فشرده   –مجموعه بسته   – مفاهيم مجموعه باز

هاي القا شونده از اين  مجموعه كامل يا تمام نسبت به متريك – دنباله كوشي –همگرا 

 با بعد متناهي وي فضايعادل بودن هر دو نرم را ر قضيه زير م.دو نرم يكي هستند

   .ندكتضمين   مي

  

− −8 1  با بعد متناهي معادل Vحقيقي هر دو نرم روي يك فضاي برداري .قضيه 1

   .است

dimV فرض كنيم .اثبات n= و { }, ,..., nB e e e=
1 2

 باشد با Vاي براي  پايه

||تيار شده  اخBاستفاده از از پايه  ||B0 را روي V به صورت 

|| || || || ( | | )
1

2 2

1 1

n n

B i i B i
i i

u u e u
= =

= =∑ u هر به ازاء ∑ V∈كنيم نگاشت  تعريف مي

( ) ( , ,..., )
n

i i n
i

I u e u u u
=

=∑ 1 2

1

 نه تنها يك يكريختي خطي است بلكه نرم بالا را 

(|| || )B0 روي  به نرم اقليدسيn
Rحال چون كره واحد در فضاهاي .كند متناظر مي 
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 ،Vدرلذا كره واحد )  است داركرانزيرا بسته و ( اقليدسي فشرده است 

{ }( ) : || ||
1

1BB u V u= ∈ || القا شده از متريك نسبت به �= ||B0باشد فشرده مي. 

|| كنيم ثابت است براي اثبات قضيه كافي || :V R′ هرگاه كه متريك القا شده از .  0→

|| ||B0 را روي Vدر اينجا منظور از (  . منظور كنيم پيوسته است||  نرم دلخواه ′0||

x,براي هر . )  استVديگري روي  y V∈ و 
n

i i
i

x x e
=

=∑
1

 و 
n

i i
i

y y e
=

=∑
1

   داريم 

|| || || || || ||

|| ( ) ||

|| ||

n

i i i
i

n

i i i
i

x y x y

x y e

x y e

=

=

′ ′ ′− ≤ −

′= −

′≤ −

∑

∑

1

1

  

}اگر  }|| || ,....,|| ||nc MAX e e′ ′=
1

 به صورترا δ و 
nc

εδ       بگيريم نتيجه≥

||شود مي || || || | ||Bx y x yδ ε′ ′− < ⇒ −       را نشان كه پيوستگي مورد نظر>

|| تابع پيوسته داريكراندهد حال از مي ) روي مجوعه فشرده ′0|| )B
1
و خاصيت  �

به طوري شود  ميتضمين m و M مثبت اكيداً وجود اعداد ،اول نرم

||كه ||m x M′≤ ≤ ، ( )x B∀ ∈
1
uاي هر  و چون بر� ≠  داريم V از �

( )
|| ||B

u
B

u
∈

1
  :  در نتيجه خواهيم داشت �

|| ||
|| ||

|| || || ||B B

u u
m M

u u

′′≤ = ≤  

   .هاستكه همان تعريف معادل بودن نرم

 به عنوان شرط متناهي بودن بعد در قضيه بالا يك شرط اساسي است .تذكر

]مثال فرض كنيد  ],RV c= ] فضاي توابع حقيقي پيوسته روي فاصله �1  باشد �1,[

|| هاينرم ||و  0||   كنيم  زير تعريف ميبه صورت Vرا روي  ′0||
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[ ]{ }|| || sup | ( ) |: ,

|| || | ( ) |

f f x x f V

f f x dx

= ∈ ∀ ∈

′= ∫
�

�

1

1

  

||،  f با توجه به پيوستگي  ||f ′= fدهد  نتيجه مي� = }، دنباله  � }nf را در V  به

   صورت

( )n

nx x
n

f x nx x
n n

x
n

⎧ ≤ ≤⎪
⎪
⎪= − + ≤ ≤⎨
⎪
⎪ ≤ ≤⎪
⎩

1
2

2

1 1
2 2

2

1
1

�

�

  

} .كنيمتعريف مي }nf نسبت به نرم ||   :  به تابع صفر همگرا است زيرا ′0||

|| || | ( ) |n nf f x dx
n

′− = =∫
�

�

1 1

2

  

} صورتي كهدر  }nf نسبت به نرم ||    به تابع ثابت صفر همگرا نيست 0||

[ ]{ }|| || sup | ( ) |: ,n nf f x x− = ∈ =� � 1 1  

|| نرم دواين بدان معني است كه  || و 0||   .  معادل نيستندV روي ′0||

  

− −9 1 )فرض كنيد  .تعريف 1 , )L V W فضاي تبديلات خطي از V به W باشد كه 

( ,|| || )V
1

) و  ,|| || )V
1

) براي هر . هستنددارنرم فضاهاي برداري  , )T LV W∈ 

|| يعني Tنرم  ||T كنيم  زير تعريف ميبه صورت را : 

{ }|| || sup || || : || ||T Tx x= ≤
2 1

1  
x براي هر Tبا توجه به خاصيت خطي  V∈ با || ||x ≤

1
   داريم 1

|| || || ||Tx T≤
2

  

yبراي هر چون  V∈، || ||
|| ||

y

y
=

1

   لذا 1
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|| || || || || ||
|| || || ||

y
Ty T T

y y
= ≤

2 2

1 1

1
  

yدر نتيجه براي هر  V∈  

|| || || || || ||Ty T y≤
2 1

  
y براي هر به طوري كه موجود باشد Mهمچنين اگر عدد طبيعي  V∈ه باشيم  داشت

|| || || ||Ty M y≤
2 1

|| در اين صورت  ||T M≤.   

ليكن كنيم ها حذف ميتصار و سهولت انديس نرم از اين به بعد براي اخ.تذكر

  . بايستي توجه داشت نرم مد نظر روي چه فضايي است

)نرم تعريف شده روي فضاي  , )L V Wا داراست  خواص نرم ر :  

|| || , || ||

|| || | | || ||

T T T

cT c T

≥ = ⇔ =
=
� � �

  

,براي هر  ( , )T S L v W∈ و هر اسكالر c :   

|| || || || || ||T S T S+ ≤ +  
) و دارنرم فضاهاي H و W و Vهمچنين هرگاه  , )T L V W∈ و ( , )S L W H∈ 

  آنگاه 

|| || || || || ||ST S T≤  
  

− −10 1 ) و دارنرم فضاهاي W و V فرض كنيد .تعريف 1 , )T L V W∈  . تبديل

T است اگر داركران || ||T <  براي توابع داريكران بايد توجه داشت اين مفهوم  .∞

 فرق خواهد داشت به 2و1ياضي عمومي و آناليز  توابع در رداريكرانخطي با مفهوم 

f:عنوان مثال تابع خطي  →R R و ( )f x x=  كه داريكران از اين نقطه نظر 2

Mعدد  > | به طوري كه موجود باشد � ( ) |f x M≤ براي x∈R داركران 

− تبديلات خطي تعريف شده در داريكراننيست ليكن با توجه به مفهوم  −9 1 1 

|| است زيرا داركران ||f = 2   
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− −11 1 ) و دارنرم فضاهاي W و V فرض كنيد .قضيه 1 ),T L V W∈ اين  در

   اندمعادل موارد زير ورتص

   پيوسته است T)  است          بداركران T) الف 

توان  و در هر كتاب آناليز تابعي مي تمرين در نظر گرفته شدهبه عنوان قضيه  اثبات

   .يافت

  

− با توجه به قضيه .نتيجه −5 1 1 T است اگر و تنها اگر داركران T در صفر پيوسته 

باشد در اين جا تذكر اين نكته بجاست كه همه تبديلات خطي روي فضاهايي با بعد 

   .باشدمتناهي همواره درست نميند اين حالتي است كه در بعد ناداركرانمتناهي 

  

− −12 1 ]فرض كنيد  .مثال 1 ],V C ∞=    از هر مرتبه حقيقي  توابع فضاي�1

]پذير روي مشتق  همان سوپريمم نرم يعني Vنرم را روي .  باشد�1,[

{ }|| || sup | ( ) | :f f x x= ≤ ≤ f و �1 V∈عملگر مشتق . گيريم در نظر مي

D روي V يعني :D V V→ و ( )D f f  V يك تبديل خطي روي به وضوح  ،=′

}زيرا هرگاه دنباله )  نيست داركران( باشد كه پيوسته نيست مي }( )nf x را در V  به

) صورت ) sin( )nf x nx
n

= 1
}دنباله  در نظر بگيريم  }nf به سمت تابع f ≡ � 

) صورتي كههمگراست در  )( ) cosnD f x nx=سمت ه  ب( )D =�  همگرا �

   . پيوسته نيستDنيست لذا 

)دار و  يك فضاي برداري نرمVفرض كنيد  )L vي عملگرهاي روي  فضاV 

 باشد قضيه بعد نشان Vپذير روي  مجموعه عملگرهاي وارونΩباشد فرض كنيد 

) زير مجموعه بازي از Ωدهنده اين واقعيت است كه  )L V است و نگاشت 

T T −→   . است)  پيوسته و باز –دو سويي (  يك همئومورفيسم Ω بر 1
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− −13 1 Tهرگاه : الف  .قضيه 1 ∈Ω و ( )S L V∈ و || ||
|| ||

S T
T −− <

1

1
 

Sآنگاه  ∈Ω   

i:نگاشت  )الف Ω→Ω و ( )i T T −=    . پيوسته استΩ بر 1

 و شعاع T زبدان معني است كه همسايگي به مرك) ب
|| ||T −1

1
 واقع است Ω در 

اش برابر است  با معكوسiباز است و با توجه به اينكه نگاشت اي  مجموعهΩيعني 

  . باشدهمئومورفيسم مي iبدان معني است كه ) ب(

  

T فرض كنيد ) الف اثبات ∈Ω و || || || ||S T
T −− ≤

1

1
x به ازاي هر  V∈   

|| || || || || || || ||
|| ( ) ||

|| || || || || ||

|| ( ) || || || || || || || || ||

1 1

1 1 1

x T Tx T Tx
T S x Sx

T T T

T S x Sx T S x Sx

− −

− − −= ≤ = − + ≤

− + ≤ − +
  

  در نتيجه خواهيم داشت 

|| || || || || || ( )
|| ||

x T S Sx I
T −

⎛ ⎞− − ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

1
  

xدهد اگر كه نشان مي ≠ Sx آنگاه � ≠  S يك است و بنابراين  يك بهS يعني �

Sپذير و وارون ∈Ω.   

) هرگاه در رابطه ) ب اتاثب )I x را با s x−1 عوض كنيم كه در آن 

|| ||
|| ||

T S
T −− <

1

1
   داريم 

|| || ( || ||) || ||
|| ||

S x T S x
T

− −
−≤ − −1 1

1

1
  

−كه با توجه به توضيحات آخر  −8 1   : شود تيجه مي ن1

|| || ( || ||)
|| ||

s T S
T

− −
−≤ − −1 1

1

1
   




