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 1.، که یک واجب دینی استملی آموزی، نه تنها یک وظیفهخوانی و علمامروزه کتاب

 مقام معظم رهبری

های ارزیابی رشد، توسعه و پیشرفت فرهنگی هر هدر عصر حاضر یکی از شاخص
خوانی مردم آن مرز و بوم است. ایران کشوری میزان تولید کتاب، مطالعه و کتاب

با داشتن تمدنی چندهزارساله و مراکز متعدد علمی،  تاکنوناسلامی نیز از دیرباز 
های معتبر، علما و دانشمندان بزرگ با آثار ارزشمند تاریخی، سرآمد فرهنگی، کتابخانه

سان خورشیدی هفرهنگ و تمدن جهانی ب های دیگر بوده و در عرصهها و ملتدولت
چه کسی  .کندخویش هنرنمایی مینهاد درخشد و با فرزندان نیکتابناک همچنان می

آور ایرانی همچون ابوعلی سینا، ابوریحان فرزانه و نامکه در دنیا با دانشمندان است 
 ،ای نظیر فردوسی، سعدیهمچنین شاعران برجستهبیرونی، فارابی، خوارزمی و ... 

امی مولوی، حافظ و ... آشنا نباشد و در مقابل عظمت آنها سر تعظیم فرود نیاورد. تم
این افتخارات ارزشمند، برگرفته از میزان عشق و علاقه فراوان ملت ما به فراگیری علم 

 ،الهی های گوناگون است. به شکرانهو مطالعه منابع و کتاب نو دانش از طریق خواند
ولی اکنون در این زمینه در چه  .و پربار است درخشانتاریخ و گذشته ما، همیشه 

های فرهنگی در شده از سوی مجامع و سازمانآمار و ارقام ارائهجایگاهی قرار داریم؟ 
 .باشدهر ایرانی، برایمان چندان امیدوارکننده نمی مطالعه مورد سرانه

فت است و کتاب خوب، یکی دانش و معر ای به سوی گسترهکتاب، دروازه
، دستاوردهای بشر در سراسر عمر جهان هاز بهترین ابزارهای کمال بشری است. هم

ها پدید هایی است که انساننوشتهدر میان دستتا آنجا که قابل کتابت بوده است، 
های پیامبران به بشر، و تعالیم الهی، درس ،نظیربی آورند. در این مجموعهآورده و می

پذیر نیست. ها امکانهمچنین علوم مختلفی است که سعادت بشر بدون آگاهی از آن
ترین دستاورد از مهمشک بخش کتاب ارتباط ندارد بیو زندگی زیباکسی که با دنیای 

روشنی ، بهانسانی و نیز از بیشترین معارف الهی و بشری محروم است. با این دیدگاه
توان ارزش و مفهوم رمزی عمیق در این حقیقت تاریخی را دریافت که اولین می

و در اولین  «بخوان!«خطاب خداوند متعال به پیامبر گرامی اسلام)ص( این است که 
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به تجلیل یاد  «قلم»الشأن خداوند، فرود آمده، نام عظیم ای که بر آن فرستادهسوره
ْوَْإ قْ » است:شده در اهمیت عنصر کتاب برای تکامل  «قَلَمباِل ْْرَمُ.ْإَلَّذیْعَلَّمَْاکَْ کَْإلْ رَبْ رَإ 

از انسانی، همین بس که تمامی ادیان آسمانی و رجال بزرگ تاریخ بشری،  جامعه
 اند.طریق کتاب جاودانه مانده

شمول خود با هدف آموزش برای جغرافیایی ایران نور با گسترهپیام دانشگاه
محور در نظام آموزش عالی عنوان دانشگاهی کتاببه ،وقتجا و همههمه، همه

و خردورزی بخش عظیمی از جوانان سازی کشورمان، افتخار دارد جایگاه اندیشه
جویای علم این مرز و بوم باشد. تلاش فراوانی در ایام طولانی فعالیت این دانشگاه 

ظران برجسته نهای گرانقدر استادان و صاحبربهگیری از تجانجام پذیرفته تا با بهره
شاخص و خودآموز تولید شود. در آینده درسی ها و منابع آموزشی کشورمان، کتاب

این مهم با هدف ارتقای سطح علمی، روزآمدی و توجه بیشتر به نیازهای مخاطبان  هم،
طور قطع استفاده از نظرات استادان، نور با جدیت ادامه خواهد داشت. بهدانشگاه پیام

رسان مهم و خطیر یاری ما را در انجام این وظیفه ،نظران و دانشجویان محترمصاحب
های خود ما را در دمی عزیزانی که با نقد، تصحیح و پیشنهاخواهد بود. پیشاپیش از تما

م. لازم است از تمامی ینمایرسانند، سپاسگزاری میخطیر یاری می انجام این وظیفه
و ما را در سازی خود دانسته نور را منزلگه اندیشهاندیشمندانی که تاکنون دانشگاه پیام

اند، صمیمانه قدردانی گردد. موفقیت هتولید کتاب و محتوای آموزشی درسی یاری نمود
 ست.ا پژوهان عزیز آرزوی همیشگی ماو بهروزی تمامی دانشجویان و دانش
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یازده

  پیشگفتار

 (The Theory of Formal Languages and Automata)ها  ماشین و ها زبان نظریه کتاب

هاي     براي دانشجویان کارشناسی رشته است که ها و آتوماتا    نظریه زبان اي بر    مقدمه

هاي مختلف محاسباتی،     در این کتاب مدل. کامپیوتر طراحی شده استو علوم  مهندسی

ها، مفاهیم     نآها و گرامرها، خواص محاسباتی و کاربردهاي     بیان رسمی مدل

نیازهاي لازم براي استفاده و     شوند. پیش    پذیري و ماشین تورینگ بررسی می تصمیم

ها و     شنایی با ساختمان دادهآسازي پیشرفته،     برنامه درس یادگیري این کتاب مهارت در

هدف از  هاي گسسته است.    شنایی با مباحث مرتبط با ساختمانآها و همچنین     الگوریتم

طراحی  دروس نیازي براي    مطالعه و یادگیري مطالب این کتاب داشتن دانش پایه و پیش

همچنین دروس مرتبط با توصیف و  ها، نظریه محاسبات و    کامپایلرها، طراحی الگوریتم

  هاي کامپیوتري است.    سازي رسمی سامانه    مدل

ها براي داشتن دانش پایه در علوم     ها و ماشین    انببا توجه به اهمیت درس نظریه ز

اي براي     ، انگیزههاي مختلف براي دانشجویان    زمونآن در آمحاسبات و همچنین اهمیت 

نیاز و     ها تجربه تدریس این درس و دروس پیش    سال براساسد تا نویسندگان ایجاد ش

هاي معتبر     هاي مرجع ارائه شده در دانشگاه    از مطالب کتاب با استفاده همچنین

براي پرهیز از تئوري صرف و . المللی کتابی جامع، ساده و مساله محور ارائه نمایند بین

گاهی آاز خستگی خواننده و از طرف دیگر با  اثبات طولانی قضایا، همچنین جلوگیري

از دیدگاه بسیاري از دانشجویان مهندسی کامپیوتر بر تمایل به یادگیري مطالب 

ترین شکل ممکن     ها به خلاصه    نآه قضایا و اثبات ئکاربردي، سعی شده است که ارا



دوازده

ین کتاب رعایت گردد. همچنین مطالب ا نیز ه مطالبئو سادگی در ارا گرفتهصورت 

بیشتر به سمت مساله محوري رفته است تا علاقه دانشجویان مبنی بر یادگیري مطالب 

هایی که     کاربردي و مساله محور نیز رعایت گردد. اعتقاد داریم که با مطالعه کتاب

اند علاوه بر اینکه دانشجویان با قضایا و مباحث     صورت مساله محور نگارش شده    هب

. در خواهند شدشنا آها براي حل مسائل نیز     نآکارگیري     شوند با نحوه به    شنا میآتئوري 

اند  تا خواننده با     ه شدهئوري و اراآهاي متعددي گرد    انتهاي هر فصل نیز مسائل و تمرین

علاوه بر تمرین بیشتر، نحوه و  کندها جنبه مساله محوري را تقویت     نآتمرکز  بر حل 

  در حل مسائل ممارست نماید. را قضایاي ریاضی و محاسباتی استفاده از

براي  شده مشخصهاي     شده است که کلیه سرفصل تنظیمفصل  دهاین کتاب در 

 فصل دهد.    میریزي را پوشش     ها توسط شوراي عالی برنامه    ها و ماشین    درس نظریه زبان

تا دانشجو بتواند یک دید کلی نسبت به  ازدپرد    میت محاسبا نظریه بر اي    مقدمهبه  اول

ر فصل دوم د ، گرامر و آتومات پیدا نماید.    زبان شاملنظریه آتوماتا  اساسی مفاهیم

 و ها    زبان سوم در فصلاست.  هه گردیدئن اراآمربوط به  مسائلهی و متنا توماتايآ

مورد بحث قرار گرفته  منظم هاي    زبان هاي    ویژگی چهارم فصلو در  منظم گرامرهاي

در اختیار  پارسرهاو  متن از مستقل هاي    زبانمطالب مرتبط با  پنجم . در فصلاست

 نرمال هاي    فرم و متن از مستقل گرامرهاي سازي    ساده .خوانندگان قرار گرفته است

 هفتم فصلدر  .ه گردیده استئمطالبی هستند که در فصل ششم به خوانندگان ارا

به  نیز هشتم فصل و ن مورد بحث قرار گرفته استآل مرتبط با ئو مسا اي    پشته توماتايآ

 تورینگ هاي    نهم ماشین فصلپردازد. در     می متن از مستقل هاي    زبان هاي    ویژگیبررسی 

 فصلاست. درنهایت  هبه خوانندگان ارائه گردید ماشیناین  دیگر هاي    مدلو همچنین 

 حساس و محدودیت بدون گرامر بازگشتی، هاي    تبط با زبانرمسائل مبه مطالب و  دهم

  پردازد.    میبندي چامسکی     و همچنین طبقه متن به

در انتها لازم است از زحمات آقاي پویا قربانی دانشجوي رشته مهندسی کامپیوتر 

 نماییم. دردانیقهاي کتاب     براي رسم دقیق شکل



 

 

  

  

  اول فصل
  

  

  نظریه محاسبات اي بر مقدمه
  

  

  کلی هدف

 مفاهیم اساسی نظریه آتوماتا، مروري برآشنایی با  ات مقدماتی،ریاضیمروري بر 

  ها    بندي مفاهیم اساسی و شناخت ارتباط بین آن دسته

  

  یادگیري هاي    هدف

  توانند:    پس از مطالعه این فصل می گرامی دانشجویان

منظور آشنایی با مفاهیم ریاضی     ضیات را بهترین نظریات اساسی ریا مهم برخی از. 1

شده در متن کتاب  هاي بعدي بیاموزند و با نمادهاي استفاده    رفته در فصل کار به

  آشنایی پیدا کنند.

هاي صوري و     دار که براي نمایش گرافیکی مفاهیم زبان    هاي جهت    مفاهیم گرافبا . 2

  گیرند، آشنایی پیدا کنند.    تئوري آتوماتا مورد استفاده قرار می

، گرامر و زبان شاملنظریه آتوماتا  اساسی مفاهیمتعاریف و نمادهاي  در مورد. 3

  آتومات شناخت پیدا کنند.

ها با یکدیگر درك بهتري نسبت به     شناخت مفاهیم اساسی و آگاهی از ارتباط آنبا . 4

  هاي بعدي پیدا کنند.    مطالب فصل
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  مقدمه

از قبیل نظریه  شامل موضوعات مختلفی ها    زباناین کتاب یعنی نظریه لی موضوع اص

باشد. این موضوعات در مجموع پایه نظري     هاي صوري می    زبان آتوماتا، گرامرها و

پذیري را     تر آتوماتا، گرامرها و محاسبه    دهند. به بیان ساده    علوم کامپیوتر را تشکیل می

هاي کلی کامپیوترها درنظر گرفت. در این کتاب انواع     عنوان مطالعه قابلیت    توان به    می

ها و گرامرها را مورد بررسی     ها با زبان    و ارتباط آن کنیم    میمختلف آتوماتا را مطالعه 

طور ذاتی     دهیم. باید به خاطر داشت که این نظریه برخلاف کاربردهاي متعدد به    قرار می

  و ریاضی است. انتزاعی

هاي تمامی کامپیوترها و     کنیم که ویژگی    هایی را بررسی می    مدل در این کتاب

افزاري یک کامپیوتر مفهوم     سازي سخت    دهند. براي مدل    می    ها را نشان    کاربردهاي آن

که همه  کنیم. آتومات ساختاري است    طرح مینام دارد) را  2آتوماتا(جمع آن  1آتومات

و  پذیرد    میخصوصیات ضروري یک کامپیوتر دیجیتال را دارد. آتومات ورودي را 

کند. همچنین ممکن است داراي یک حافظه موقت     تولید می را براساس آن خروجی

 3زبان صوريگیري نماید. یک     تواند در تبدیل ورودي به خروجی تصمیم    و می باشد

سازي است. یک زبان صوري     هاي عمومی یک زبان برنامه    یک مدل انتزاعی از ویژگی

ها براي ترکیب این علائم و     اي از علائم و تعدادي قانون است که از آن    شامل مجموعه

هاي صوري     کند. هرچند که بعضی از زبان    نام جمله استفاده می    هایی به    ایجاد موجودیت

ا در سازي هستند ام    هاي برنامه    تر از زبان    کرد سادهکه در این کتاب مطالعه خواهیم 

  باشند.    هم مشترك میبسیاري از خصوصیات اساسی با

کنیم زمینه را براي مطالعات     در این فصل با بررسی نظریات اساسی تلاش می

هاي بعدي     که در فصل را، نظریات اصلی در ریاضیات 1-1بعدي فراهم کنیم. در بخش 

نگاهی گذرا به مفاهیم اصلی  2-1مرور خواهیم کرد. در بخش  ،باشند    رد نیاز میمو

هاي مختلفی در سراسر کتاب تکرار     شکل    ها، گرامرها و آتوماتا خواهیم داشت که به    زبان

ها با یکدیگر     نیز انواع هر یک از مفاهیم اساسی و ارتباط آن 3-1شوند. در بخش     می

  خلاصه معرفی خواهند شد. طور    به

                                                                                                                             
1. Automaton  
2. Automata  
3. Formal Language 
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 اصطلاحات ریاضی مقدماتی 1-1

زمینه کامل از ریاضیات وجود ندارد. در این     براي مطالعه این کتاب لزومی به یک پیش

هاي اثبات     روابط و روش ،ها، توابع    اي نظریه مجموعه    فصل به مروري بر عملیات پایه

دار که براي     هاي جهت    اي بر گراف    را با مقدمه پردازیم. در ادامه، این بخش    قضایا می

گیرند،  هاي صوري و تئوري آتوماتا مورد استفاده قرار می    نمایش گرافیکی مفاهیم زبان

  دهیم.    خاتمه می

  

  1ها نظریه مجموعه 1- 1- 1

مورد بررسی قرار  خلاصهطور     ها به    در این بخش مفاهیم و نمادهاي نظریه مجموعه

xبه معناي عضویت است و  خواهند گرفت. نماد S کند که    مشخص میx  یک

xباشد. بالعکس عبارت    می Sعضو از مجموعه S به این معنی است کهx  متعلق

ها را با     ها را با حروف بزرگ و اعضاي آن    نیست. در این کتاب مجموعه Sبه مجموعه

  دهیم.    حروف کوچک نمایش می

شود. اعضاي یک مجموعه     براي تعریف یک مجموعه استفاده می {} از دو نماد

  مشخص کرد. براي مثال مجموعه  دآکولادر      توان با یک بیان توصیفی از آن    میرا 

,1}صورت    به 3و1،2 اعداد صحیح 2,3}S  اعضاي  که    شود. درصورتی    نمایش داده می

              چین    نقطه ازداراي تعداد زیادي عضو باشد،  ویک مجموعه مشخص بوده 

}بنابراین شود.    وصیف مجموعه استفاده میدر ت , , , , }a b c z دهنده حروف     نشان

,1,3,5}و کوچک انگلیسی }  .بیانگر مجموعه اعداد صحیح فرد مثبت است

شوند. چنین     صورت ضمنی تعریف می    هایی که تعداد نامتناهی عضو دارند به    مجموعه

شوند.     کند، تعریف می    ها را توصیف می    بیان شرایطی که اعضاي آن هایی با    مجموعه

  توان نوشت: می براي مثال

{ : 0, ــرد اســت { S ف i i i   

 هايiتمام مجموعه S"صورت    کند و به    این عبارت به مجموعه اعداد صحیح اشاره می

اي است که هیچ     شود. مجموعه تهی مجموعه    خوانده می "فرد بزرگتر از صفر است

 شود.    نمایش داده می Ø عضوي ندارد و با نماد

                                                                                                                             
1. Sets Theory 
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و ترتیب عناصر آن اهمیتی ندارد.  شود    مییک مجموعه با اعضایش مشخص 

یک مجموعه هیچ تاثیري بر  همچنین باید دقت داشت که تکرار در تعریف اعضاي

اعضاي مجموعه ندارد. دو مجموعه معادل هستند اگر داراي اعضا یکسانی باشند. 

  هاي    بنابراین مجموعه

1 2 3{1,2,3}, {2,1,3}, {1,3,2,2}S S S          

چرا که هر سه مجموعه داراي اعضاي مشابهی هستند و ترتیب و  باهم مساوي هستند

عضو 1S تاثیر است. اگر همه اعضاي مجموعه    ها بی    در تعریف مجموعه تکرار عناصر

S 1 باشند، مجموعهS زیرمجموعهS 1نویسیم    شود و می    نامیده میS S مجموعه .

1Sاست. اگر اي    از هر مجموعه         تهی یک زیرمجموعه Sیکی از اعضاي اگر ، اماS 

  صورت     و به باشد    می Sزیرمجموعه محض 1S وجود نداشته باشد آنگاه 1S در

1S S  

هاي     هاي جدید از مجموعه    اي براي ایجاد مجموعه    شود. از عملیات مجموعه    نوشته می

  شود:    صورت زیر تعریف می    دو مجموعه به 1اجتماعشود.     موجود استفاده می

1 2 1 2{ :   }S S x x S or x S     

1 عضوي از xین معناست کهه اباین  2S S 1 است اگر عضوي ازS 2 یاS  یا هر دو

اي از عناصر مشترك هر دو مجموعه است که     دو مجموعه، مجموعه 2اشتراكباشد. 

  شود:    صورت زیر تعریف می    به

1 2 1 2{ :   }S S x x S and x S     

  وجود ندارد. 2S است که در 1S شامل کلیه عناصر 2S و 1S مجموعه دو 3تفاضل

1 2 1 2{ :   }S S x x S and x S     

نشان داده شده و  Sصورت    به Sاست. مکمل 4گیري    مکملعملگر مهم دیگر 

وجود ندارند. براي درك بهتر مطلب،  Sشامل تمام عناصري است که در مجموعه

  کنیم. بنابراین    شامل کلیه اعضاي ممکن را معرفی می Uمجموعه جهانی

{ : , }S x x U x S    

                                                                                                                             
1. Union  
2. Intersect  
3. Difference  
4. Complementation 
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هاي زیر، رابطه بین اجتماع، اشتراك و مکمل را نشان     رابطه 1دمورگانقوانین 

دهند. این قضایا کاربرد وسیعی دارند و در اثبات قضایاي این کتاب مورد استفاده     می

  گیرند.    قرار می

1 2 1 2

1 2 1 2

S S S S

S S S S



  



  
  

 1-1مثال 

1فرض کنید {0,1,2,3}S  2و {2,3,4,5}S  .1باشندS 2وS 1 هاي    مکملS  و

2S دهند. این مجموعه مهم که آن را با    را نسبت به مجموعه اعداد طبیعی نشان می

N 1}دهیم شامل اعداد    نشان می, 2,3, } باشد.    می  

2 {0,1} { : 5}S n n    1 2 {0,1,2,3,4,5}S S   

1 { : 3}S n n  1 2 {2,3}S S  

1 2 { : 5}S S n n   1 2 {0,1}S S  

1 2 { : 5}S S n n   2 1 {4,5}S S  
   

  

و در غیر  مجموعه متناهییک مجموعه اگر حاوي تعداد متناهی از اجزا باشد، 

Sصورت    شود. اندازه یک مجموعه متناهی به    نامیده می مجموعه نامتناهیصورت     این

  ست. شود و برابر با تعداد اعضا موجود در آن ا    نشان داده می

هاي     ها تعداد زیادي زیرمجموعه دارند. مجموعه کلیه زیرمجموعه    مجموعه

  شود.    نمایش داده می 2S صورت    نامیده شده و به 2Sمجموعه توانی، Sمجموعه
  

  2- 1مثال 

,1}اگر 2,3}S  عه توانی آنباشد. آنگاه مجمو  

2 { ,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}S    
3S با توجه بهباشد.     می  2 درنتیجه 8S  گرفت  توان نتیجه    می بنابراین .است

2 برابر با Sکه تعداد اعضاي مجموعه توانی براي مجموعه متناهی
S

  است. 
  

                                                                                                                             
1. DeMorgan’s Laws  
2. Powerset  
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هاي دیگر     اعضاي مجموعه     هاي مرتب    اي از زوج    یک مجموعه دنباله ياعضا اگر

شوند. حاصل     نامیده می 1حاصل ضرب دکارتیها     این گروه از مجموعه آنگاه باشند،

  صورت        ضرب دکارتی دو مجموعه به

1 2 1 2{( , ) : },S S x y x S y S     

  شود.    محاسبه می
  

 3- 1مثال 

1فرضبا  {0,1}S  2و {2,3,4,5}S  آنگاه  

1 2 {(0,2),(0,3),(0,4),(0,5),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5)}S S   
  صورت توان روي بیش از دو مجموعه نیز به    حاصل ضرب دکارتی را می

1 2 1 2{( , , , ) : }n in iS S S x x x x S    
  تعریف کرد.

  

  

  2توابع و روابط 2- 1- 1

، عضو منحصربه فردي از ء یک مجموعههر یک از اعضا قانونی است که به تابع

1 دهد. یک تابع از مجموعه    مجموعه دیگر را نسبت می
S 2 به مجموعهS  نگاشتی از

1 عناصر مجموعه
S 2 به عناصري ازS 1 در آن هر عضو از است که

S  حداکثر به یک

دهنده یک تابع باشد، آنگاه مجموعه اول     نشان fشود. اگر    نگاشت می 2S عضو از

  :صورت به fشود. تابع    دامنه تابع و مجموعه دوم برد آن نامیده می

1 2:f S S  

1 اي از    زیرمجموعه fشود. دامنه    تعریف می
S و بردf 2 اي از    زیرمجموعهS  است. اگر

1 همه اعضاي
S ،دامنه تابع باشندf  1 روي 3کاملتابع

S صورت    و در غیر اینf  تابع

هاي مرتب نیز     اي از زوج    صورت مجموعه توان به    شود. یک تابع را می    نامیده می 4جزئی

  نمایش داد:

1 1 2 2{( , ), ( , ), ( , )}n nx y x y x y  

                                                                                                                             
1. Cartesian Product  
2. Functions and Relations  
3. Total Function  
4. Partial Function  
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مقدار متناظر با آن در برد تابع است. در این  iyعضوي از دامنه تابع و ixکه در آن

عنوان عضو اول استفاده     ها مجاز هستند حداکثر یک مرتبه بهixمجموعه هر یک از

نامیده  رابطهصورت مجموعه     عه یک تابع را تعریف کند. در غیر اینشوند تا این مجمو

شود     شود. در یک تابع هر یک از اعضاي دامنه فقط به یک عضو در برد مرتبط می    می

ازاي یک عضو دامنه چندین عضو در برد وجود داشته     اما در روابط ممکن است به

)2باشند. براي مثال در تابع )f x x 2وسیله    ههاي مرتب ب    همه زوج( , )x x  تعیین

تواند تنها مقادیر بزرگتر یا     شوند. دامنه این تابع کلیه اعداد حقیقی است. این تابع می    می

  است.اعداد حقیقی مثبت  fمساوي صفر را به خود بگیرد. درنتیجه برد تابع

1 تابع 2:f S S 1 شود اگر هر عضو از    یک گفته می    به    یکS  به یک عضو

1 یک است اگر    به    یک fبیان دیگر    مجزا در برد نگاشت شود. به 2x x  به آنگاه

1 2( ) ( )f x f x 1 اشاره کند. همچنین تابع 2:f S S پوشاست اگر بردf  کل

  باشد.  2S مجموعه
  

  4- 1مثال 

N{0}به  Nوي مجموعه اعداد طبیعی مثبت ازر hو f،gفرض کنید توابع  

  اند.    تعریف شده

)الف)  ) 2 1f x x   

)ب) )
1

ــن صــورت   ــیر ای  در غ

 اگــر 0     

x
g x

x


 

  
) ج) ) 1h x x   

وشا نیست زیرا برد آن شامل اعداد فرد است. تابع یک است اما پ    به    تابعی یک fتابع

g یک نیست. تابع    به    پوشاست اما یکh یک است چرا که تناظري را     به    پوشا و یک

  کند.    بین هر عدد طبیعی و عدد بعدي آن تعریف می

  

ارزي است که درواقع صورت کلی مفهوم تساوي     مه ،ها    یکی از انواع رابطه

) ارز بودن زوج    باشد. هم    می , )x y صورت به  

x y  
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شوند اگر از سه قانون زیر     نمایش داده می  وسیله    هشود. روابطی که ب    نشان داده می

  شوند:    ارز نامیده می    کنند همتبعیت 

  قانون انعکاسی  .1

x x براي همهxها  

  قانون تقارنی .2

xاگر y آنگاهy x  

  قانون تراگذاري .3

xاگر y وy z آنگاهx z  
  

  5- 1مثال 

  مجموعه اعداد صحیح غیرمنفی رابطهروي 

x y  
 تعریف شده است اگر و تنها اگر

  3   3x mod y mod 
2 صورت    در این  5، 12  0دلیل داشتن سه خصوصیت انعکاسی،     به . این رابطه

  ارزي است.    تقارنی و انتقالی یک رابطه هم
  

  

 هاي اثبات    روش 3- 1- 1

هاي این کتاب براي درك بهتر مفاهیم مطرح شده، توانایی درك     یکی از نیازمندي

ات با استفاده از هاي اثب    نام    باشد. در این کتاب از دو روش اثبات خاص به    ها می    اثبات

  شود.    استفاده می 2برهان خلفو اثبات با استفاده از  1استقراء

تواند از درستی چند نمونه خاص     در استقراء درستی تعدادي از عبارات می

1nازاي    دهیم که چیزي که در حال اثبات آن هستیم به    شود. ابتدا نشان می    استنباط  

ازاي یک عدد صحیح مثبت     دهیم که اگر عبارت به    باشد. سپس نشان می    رست مید

1n ازاي    درست باشد به n  دلخواه  دانیم که چون عبارت براي     نیز درست است. می

1n  2 درست است پس برايn  2 و چون عبارت براي باشد    میست نیز درn  

                                                                                                                             
1. Induction  
2. Contradiction  
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3nدرست است پس براي   آخر. در استقراء از مفاهیم     و الی خواهد بودنیز درست

  کنیم:    زیر استفاده می

  :1ازاي    عبارت بهپایه استقراءn  یگر) درست است.(یا هر مقدار اولیه د  

  :1 عدد دلخواه هر عبارت برايفرض استقراءn   (یا هر مقدار اولیه دیگر)

  درست است.

  :ازاي    عبارت بهاگر گام استقراءn 1ازاي    درست باشد، آنگاه بهn   نیز درست

  است.
  

  6- 1مثال 

  اي کلیه اعداد صحیح نشان دهید که بر

( 1)
1 2

2

n n
n


     

1nپایه استقراء: براي  :داریم  

1(1 1)
1

2


  

  داریم: n فرض استقراء: فرض کنید براي یک عدد صحیح مثبت دلخواه

( 1)
1 2

2

n n
n


     

 ستقراء: لازم است نشان دهیم کهگام ا

( 1)[( 1) 1]
1 2 ( 1)

2

n n
n

  
      

  که    بدین صورت

1 2 ( 1) 1 2 1n n n           
( 1)

                     1
2

n n
n


   

( 1)[( 1) 1]
                         

2

n n  
 

  با فرض استقراء و چند محاسبه جبري ساده به این نتیجه رسیدیم که 

( 1)[( 1) 1]
1 2 ( 1)

2

n n
n

  
      

1n درست باشد آنگاه براي nفرض برايبنابراین اگر   .نیز درست است  
  

  



 ها ها و ماشین نظریه زبان     10

 

 7- 1مثال 

4nبراي   نشان دهید که  

  ! 2nn   
4nپایه استقراء: براي  :داریم  

44! 24 16 2    
!فرض استقراء: فرض کنید 2nn  4,5براي همه مقادیر,...n  .برقرار باشد  

)1گام استقراء: لازم است نشان دهیم که 1)! 2nn   .  

( 1)! !( 1)n n n   
! با توجه به فرض استقراء 2nn پس  

( 1)! 2 ( 1)nn n    
1که    از آنجایی 2n  نابراین، ب  

 ( 1)! 2 2nn    
)1درنتیجه 1)! 2nn   .  

  

  

اثبات با استفاده از برهان خلف روش قدرتمند دیگري است که اغلب زمانی 

شوند. فرض کنید     با مشکل مواجه می هاي دیگر    گیرد که روش    مورد استفاده قرار می

 استنادرست  Pکنیم که    را اثبات کنیم. در ابتدا فرض می Pخواهیم درستی عبارت    می

اي برسیم که بدانیم نادرست است، نتیجه     کنیم. اگر به نتیجه    و همین فرض را دنبال می

 باید درست باشد. Pبنابراینو  است که فرض ابتدایی اشتباه بوده گیریم    می

  

  8- 1مثال 

بیان m و nعنوان نسبتی از دو عدد صحیح    تواند به    عدد گویا عددي است که می

گویا  2 . نشان دهید کههیچ ضریب مشترکی نداشته باشندm و nکه    طوري    شود به

  نیست.

توانیم آن را     عددي گویاست پس می 2 کنیم    براساس برهان خلف فرض می

  صورت    به

2 
n

m
  




