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1».، که یک واجب دینی استملی يآموزي، نه تنها یک وظیفهخوانی و علمامروزه کتاب«

هاي ارزیابی رشد، توسعه و پیشرفت فرهنگی هرهدر عصر حاضر یکی از شاخص
خوانی مردم آن مرز و بوم است. ایرانکشوري میزان تولید کتاب، مطالعه و کتاب

با داشتن تمدنی چندهزارساله و مراکز متعدد علمی، تاکنوناسلامی نیز از دیرباز 
هاي معتبر، علما و دانشمندان بزرگ با آثار ارزشمند تاریخی، سرآمدفرهنگی، کتابخانه

سان خورشیديهي فرهنگ و تمدن جهانی بهاي دیگر بوده و در عرصهها و ملتدولت
چه کسی .کندخویش هنرنمایی مینهاد درخشد و با فرزندان نیکتابناك همچنان می

آور ایرانی همچون ابوعلی سینا، ابوریحانفرزانه و نامکه در دنیا با دانشمندان است 
،اي نظیر فردوسی، سعديهمچنین شاعران برجستهبیرونی، فارابی، خوارزمی و ... 

امیمولوي، حافظ و ... آشنا نباشد و در مقابل عظمت آنها سر تعظیم فرود نیاورد. تم
این افتخارات ارزشمند، برگرفته از میزان عشق و علاقه فراوان ملت ما به فراگیري علم

،ي الهیهاي گوناگون است. به شکرانهو مطالعه منابع و کتاب نو دانش از طریق خواند
ولی اکنون در این زمینه در چه .و پربار است درخشانتاریخ و گذشته ما، همیشه 

هاي فرهنگی درشده از سوي مجامع و سازمانآمار و ارقام ارائهجایگاهی قرار داریم؟ 
.باشدي هر ایرانی، برایمان چندان امیدوارکننده نمیي مطالعهمورد سرانه

فت است و کتاب خوب، یکیي دانش و معراي به سوي گسترهکتاب، دروازه
ي دستاوردهاي بشر در سراسر عمر جهان،هاز بهترین ابزارهاي کمال بشري است. هم

ها پدیدهایی است که انساننوشتهدر میان دستتا آنجا که قابل کتابت بوده است، 
هاي پیامبران به بشر، وتعالیم الهی، درس ،نظیري بیآورند. در این مجموعهآورده و می

پذیر نیست.همچنین علوم مختلفی است که سعادت بشر بدون آگاهی از آنها امکان
ترین دستاورداز مهمشک بخش کتاب ارتباط ندارد بیو زندگی زیباکسی که با دنیاي 

روشنی، بهانسانی و نیز از بیشترین معارف الهی و بشري محروم است. با این دیدگاه
توان ارزش و مفهوم رمزي عمیق در این حقیقت تاریخی را دریافت که اولینمی

و در اولین »بخوان!»خطاب خداوند متعال به پیامبر گرامی اسلام(ص) این است که 

4/10/72پیام مقام معظم رهبري به مناسبت آغاز هفته کتاب . 1

سه



به تجلیل یاد »قلم«الشأن خداوند، فرود آمده، نام ي عظیماي که بر آن فرستادهسوره
Ǩَ є̑أ وَ إْ͘ « است:شده ْ͟ ɕَ اҏْ رَ َ ҙ َɨѓˬ َ͇ ˬǨَ  ْͫǇِ̑ɨَمُ. اǛѓَͫی  در اهمیت عنصر کتاب براي تکامل »َ̇

ي انسانی، همین بس که تمامی ادیان آسمانی و رجال بزرگ تاریخ بشري، ازجامعه
اند.طریق کتاب جاودانه مانده

شمول خود با هدف آموزش برايجغرافیایی ایران ينور با گسترهپیام دانشگاه
محور در نظام آموزش عالیعنوان دانشگاهی کتاببه ،وقتجا و همههمه، همه

و خردورزي بخش عظیمی از جوانانسازي کشورمان، افتخار دارد جایگاه اندیشه
جویاي علم این مرز و بوم باشد. تلاش فراوانی در ایام طولانی فعالیت این دانشگاه

ظران برجستهنهاي گرانقدر استادان و صاحبربهگیري از تجانجام پذیرفته تا با بهره
شاخص و خودآموز تولید شود. در آیندهدرسی ها و منابع آموزشی کشورمان، کتاب

این مهم با هدف ارتقاي سطح علمی، روزآمدي و توجه بیشتر به نیازهاي مخاطبان هم،
طور قطع استفاده از نظرات استادان،نور با جدیت ادامه خواهد داشت. بهدانشگاه پیام

رساني مهم و خطیر یاريما را در انجام این وظیفه ،نظران و دانشجویان محترمصاحب
هاي خود ما را دردمی عزیزانی که با نقد، تصحیح و پیشنهاخواهد بود. پیشاپیش از تما

م. لازم است از تمامیینمایرسانند، سپاسگزاري میي خطیر یاري میانجام این وظیفه
و ما را درسازي خود دانسته نور را منزلگه اندیشهاندیشمندانی که تاکنون دانشگاه پیام

اند، صمیمانه قدردانی گردد. موفقیتهتولید کتاب و محتواي آموزشی درسی یاري نمود
ست.ا پژوهان عزیز آرزوي همیشگی ماو بهروزي تمامی دانشجویان و دانش

نوردانشگاه پیام
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  پیشگفتار مترجمان

 در تقریبـا  کـه  مختلـف  علـوم  در سـازي  بهینه مفهوم از استفاده فزاینده رشد به توجه با

 نقـش  کنـد،  می آفرینی نقش ها زمینه سایر و مدیریت اقتصاد، مهندسی، هاي شاخه اغلب

 مبحـث  تـوان  می که است کرده پیدا نمود اي گونه به حاضر عصر در دانش از حوزه این

 دیگر، عبارت به. برشمرد بشري تمدن توسعه اصلی مبانی از یکی عنوان به را سازي بهینه

 غیرخطی لهمسئ یک قالب تحت مهندسی و علوم در مسائل از بسیاري که گفت توان می

 بـا  نیـز  انسـانی  علـوم  و اقتصادي مسائل از اريبسی در علاوه به و شوند می بندي فرمول

 تـابع  غیرخطی، سازي بهینه مسائل در کلی، حالت در. هستیم رو هروب غیرخطی هاي مدل

 اصـلی  هـدف . شوند می ظاهر غیرخطی صورت به ها محدودیت از برخی یا همه هدف،

. اسـت  عملـی  و تئوري صورت به سازي بهینه هاي روش اساسی مفاهیم ارائه کتاب، این

 مطالـب  بیـان  در خودخـوان  خـوانش  شـیوه  کتـاب،  ایـن  نگارش در اهمیت زحائ نکته

 و کارشناسـی  سـطوح  در دانشـجویان  و محققـین  شخصـی  مطالعـه  منظور به تخصصی

 نویسـندگان  سـوي  از کـه  است ریاضی علوم و مهندسی هاي رشته در ارشد کارشناسی

 بـا  کـه  سـازي  بهینه کلی مبحث با مشابه کتاب این موضوعات. است گرفته قرار مدنظر

 تحقیـق  هاي گرایش در مختلف محققین براي است، مرتبط تخصصی مختلف هاي رشته

 هـایی  رشته کلیه و برق ها، سیستم تحلیل سازي، بهینه و کنترل عددي، آنالیز عملیات، در

. باشـد  پرکـاربرد  و مفیـد  توانـد  مـی  هستند، ارتباط در سازي بهینه مسائل با نوعی به که

 انـواع  همچنـین  و نیـاز  مـورد  مقـدماتی  اصـول  و مفاهیم ابتدا در کتاب این ویسندگانن



ده

 و بیان براي لازم شرایط تا اند کرده ارائه را خواننده بیشتر آشنایی جهت کاربردي مسائل

  .شود مهیا پیش از بیش تخصصی مطالب بهتر درك

 و آشـنایی  بـه  نیاز ها، بخش از برخی در اصلی مفاهیم دقیق بیان اینکه به توجه با

 ولی دارند حقیقی آنالیز یا و عددي خطی جبر خطی، جبر مانند پیشرفته مفاهیم دانستن

 در موضوع، این گرفتن درنظر با تا است شده تنظیم و تهیه اي گونه به کتاب این ساختار

 بـا  آشـنایی  میزان به وابستگی بدون و نشود وارد خللی مطالب درك و فهم اصلی روند

 ایـن  سادگی رغم علی. شوند دنبال و بیان راحتی به تر تخصصی و پیشرفته مطالب ،ها آن

 هاي دیدگاه و ها روش ارائه کتاب این هدف است، شده رعایت مطالب بیان در که کتاب

 بـا  و گـام  بـه  گـام  صـورت  بـه  که است سازي بهینه مباحث در پرکاربرد و شده شناخته

 را مطالـب  ارائـه  ساختار کلام، اطاله از پرهیز با ممه این که باشد می نیاز مورد جزئیات

 پیشـرفته  مباحث یادگیري در را خواننده علاقه و انگیزه که است کرده فراهم اي گونه به

 یـک  ایجـاد  یعنـی  دیدگاه دو از توان می را ساختاري شیوه این اهمیت. دهد می افزایش

 و مختلـف  هـاي  روش بـا  آشـنایی  دیگـري  و مطالـب  بهتر یادگیري براي مناسب بستر

  .داد قرار توجه مورد هریک عملکردي نتایج تر دقیق ارزیابی

 در غیرخطـی  سـازي  بهینـه  درس عنوان به تواند می کتاب این در شده ارائه مطالب

 شخصـی  مطالعـه  همچنـین  و علـوم  وزارت در شـده  تبیـین  هـاي  سرفصـل  چهارچوب

 تخصصی دکتري دوره در یازن پیش درس یک عنوان به یا و ارشد کارشناسی دانشجویان

 هاي حل راه و ها مثال بیان. گیرد قرار استفاده مورد ریاضی علوم یا و مهندسی هاي رشته

 از پـس  و کتـاب  متن در که دار هدف هاي تمرین ارائه همچنین و مبحث هر براي دقیق

 و بهتـر  یـادگیري  بـراي  را مناسب بستر اند، شده آورده جدید تخصصی مطلب هر بیان

 از پـیش  کـه  شـود  مـی  توصیه اکیداً خواننده به لذا. کند می فراهم موضوع تر عمیق درك

 دقیـق  صـورت  بـه  را بخـش  هر در شده مشخص هاي تمرین جدید، موضوع به پرداختن

 را مربوطـه  مفـاهیم  ارائه اصلی هدف از خویش شخصی فهم تا دهد قرار بررسی مورد

 مطالعـه  از کلـی  حالـت  در تـوان  مـی  دهرچن کتاب مطالعه براي. دهد قرار آزمون مورد

 نیـاز،  مـورد  مطالـب  یـادگیري  بـه  بخشـیدن  سـرعت  جهـت  ها بخش در مطالب برخی

 بـا  و پیوسته صورت به مطالب بهتر، درك براي که گردد می توصیه ولی کرد پوشی چشم

  .گیرد قرار مطالعه مورد جزئیات



یازده

  :است شده سازماندهی زیر صورت به کتاب این کلی ساختار

 سـازي  بهینـه  لهئمس ـ )اسـت  شده داده نمایش صفر فصل با که( آغازین فصل در

 لهمسئ یک قالب در تواند می که کاربردي لهمسئ چند و تعریف کلی حالت در غیرخطی

 از کوتـاهی  تاریخچـه  راسـتا  این در که شود می اشاره شود مطرح غیرخطی سازي بهینه

 تعـاریف  و اولیـه  مفـاهیم  بـه  ،اول فصـل  در. اسـت  شـده  آورده نیـز  مسـائل  گونه این

 پرداختـه  محـدب  توابـع  اساسـی  هـاي  ویژگـی  همچنـین  و محدب توابع و ها مجموعه

 بـدون ( نامقیـد  سـازي  بهینـه  مسـائل  بـراي  بهینگی کافی شروط و لازم شروط. شود می
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۰ ف   ص   ل

م   ق   دم   ه

ن   ب   اش   د. ك   ردن ك   م   ي   ن   ه ي   ا ب   ي   ش   ي   ن   ه آن م   ع   ن   ي ك   ه ن   م   ي اف   ت   د ات   ف   اق دن   ي   ا در چ   ي   ز ه   ي   چ
(۱۷۰۷ -۱۷۸۳) اوي   ل   ر

ك   ل   ي ح   ال   ت در غ   ي   رخ   ط   ي ب   ه   ي   ن   ه س   ازي م   س   ئ   ل   ه ۱ -۰

ش   ود. ن   وش   ت   ه زي   ر ص   ورت ب   ه م   ي ت   وان   د ك   ل   ي ح   ال   ت در (NLO) غ   ي   رخ   ط   ي۱ ب   ه   ي   ن   ه س   ازي م   س   ئ   ل   ه

(NLO) inf f(x)

s.t. hi(x) = ۰, i ∈ I = {۱, ..., p}
gj(x) ≤ ۰, j ∈ J = {۱, ...,m}

x ∈ C,

(۱ -۰)

،hp،...،h۱ ،f و اس   ت م   ش   خ   ص م   ج   م   وع   ه  ي   ك C ⊆ Rn و x ∈ Rn آن در ك   ه
م   ج   م   وع   ه ش   ده ان   د. ت   ع   ري   ف ،(C ش   ام   ل ب   از م   ج   م   وع   ه  ي   ك روي (ي   ا C روي gm،...،g۱

1. Nonlinear optimization



غ   ي   رخ   ط   ي ب   ه   ي   ن   ه س   ازي ۲

ب   ن   اب   راي   ن، ش   د. خ   واه   د داده ن   ش   ان F ب   ا ش   دن   ي ج   واب ه   اي

F = {x ∈ C : hi(x) = ۰, i = ۱, ..., p, gj(x) ≤ ۰, j = ۱, ...,m}.

ك   رد. خ   واه   ي   م اس   ت   ف   اده زي   ر اس   ت   ان   دارد اص   ط   لاح   ات از ادام   ه در
م   ي ش   ود. ن   ام   ي   ده ش   دن   ي) ن   اح   ي   ه (ي   ا ش   دن   ي۲ Fم   ج   م   وع   ه  و (NLO) ه   دف۱ ت   اب   ع f ت   اب   ع •

اس   ت. ن   ش   دن   ي۳ (NLO) م   س   ئ   ل   ه م   ي گ   وي   ي   م آن   گ   اه ، F = ϕ اگ   ر •

(ن   ام   ح   دود) ب   ي   ك   ران۴ (NLO) م   س   ئ   ل   ه گ   وي   ي   م ن   ب   اش   د، ك   ران   دار پ   اي   ي   ن از F روي f اگ   ر •

اس   ت.
اف   ت   د ات   ف   اق x̄ ∈ F م   ان   ن   د ن   ق   ط   ه اي در F روي f پ   اي   ي   ن) ك   ران (ب   زرگ   ت   ري   ن اي   ن   ف   ي   م   م اگ   ر •

و م   ي ن   ام   ي   م (NLO) )م   س   ئ   ل   ه ك   ن   ن   ده ك   م   ي   ن   ه ي   ا ك   م   ي   ن   ه (ي   ا ب   ه   ي   ن   ه۵ ج   واب ي   ك را x̄ آن   گ   اه
م   ي ش   ود. ن   ام   ي   ده (NLO) م   س   ئ   ل   ه ب   ه   ي   ن   ه (ه   دف) م   ق   دار f(x)

(ش   ك   ل م   ي ك   ن   ي   م ب   ررس   ي را ”humpback” ت   اب   ع ك   ردن ك   م   ي   ن   ه م   ث   ال، ع   ن   وان ب   ه .۱ .۰ م   ث   ال
ك   م   ي   ن   ه س   ازي م   س   ئ   ل   ه ب   ب   ي   ن   ي   د). را ۱ -۰

min x۲
۱(۴ − ۲٫۱x۲

۱ +
۱
۳x

۴
۱) + x۱x۲ + x۲

۲(−۴ + ۴x۲
۲),

ت   وج   ه ب   گ   ي   ري   د. ن   ظ   ر در را −۱ ≤ x۲ ≤ ۱ و −۲ ≤ x۱ ≤ ۲ م   ح   دودي   ت ه   اي ب   ه ت   وج   ه ب   ا
م   س   ت   ط   ي   ل م   س   ئ   ل   ه، اي   ن ش   دن   ي م   ج   م   وع   ه  ك   ه ش   ود

F = {(x۱, x۲) : −۲ ≤ x۱ ≤ ۲,−۱ ≤ x۲ ≤ ۱}

اس   ت.
(−۰٫۰۸۹۸,۰٫۷۱۷) و (۰٫۰۸۹۸,−۰٫۷۱۷) ب   ه   ي   ن   ه  ج   واب دو NLO م   س   ئ   ل   ه  اي   ن
م   ي ت   وان ۱ -۰ ش   ك   ل در ه   دف ت   اب   ع ت   راز م   ن   ح   ن   ي ه   اي ب   ه ك   ردن ن   گ   اه ب   ا ب   ي   ش) و (ك   م ك   ه دارد

ك   رد. ت   اي   ي   د را آن
1. Objective function
2. Feasible set
3. Infeasible
4. Unbounded
5. Optimal solution
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Example 0.1 As an example, consider minimization of the ‘humpback function’(see Figure 1):

min x2
1(4 − 2.1x2

1 +
1
3
x4

1) + x1x2 + x2
2(−4 + 4x2

2),

subject to the constraints −2 ≤ x1 ≤ 2 and −1 ≤ x2 ≤ 1. Note that the feasible set here is simply the
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Figure 1: Example of a nonlinear optimization problem with the ‘humpback’ function
as objective function. The contours of the objective function are shown.

rectangle:
F = {(x1, x2) : −2 ≤ x1 ≤ 2, −1 ≤ x2 ≤ 1} .

This NLO problem has two optimal solutions, namely (0.0898, −0.717) and (−0.0898, 0.717), as one
can (more or less) verify by looking at the contours of the objective function in Figure 1. ∗

Notation

Matrices will be denoted by capital letters (A,B, P, . . .), vectors by small Latin letters
and components of vectors and matrices by the indexed letters [e.g. z = (z1, . . . , zn),
A = (aij)

m
i=1

n
j=1]. For the purpose of matrix-vector multiplication, vectors in IRn will

always be viewed as n×1 matrices (column vectors). Index sets will be denoted by I, J
and K.

We now define some classes of NLO problems. Recall that f : IRn → IR is called a
quadratic function if there is a square matrix Q ∈ IRn×n, a vector c ∈ IRn and a number
γ ∈ IR such that

f(x) =
1

2
xT Qx + cT x + γ for all x ∈ IRn;

2

ه   دف. ت   اب   ع ع   ن   وان ب   ه humpback ت   اب   ع ب   ا غ   ي   رخ   ط   ي ب   ه   ي   ن   ه س   ازي م   س   ئ   ل   ه م   ث   ال :۱ -۰ ش   ك   ل
ش   ده ان   د. داده ن   ش   ان ش   ك   ل در ه   دف ت   اب   ع ت   رازه   اي

ن   م   ادگ   ذاري
م   ؤل   ف   ه ه   اي و ك   وچ   ك لات   ي   ن ح   روف ب   ا ب   رداره   ا ،(A,B, P, ...) ب   زرگ ح   روف ب   ا م   ات   ري   س ه   ا
ع   ن   وان (ب   ه ش   د خ   واه   د داده ن   ش   ان ش   ده ان   دي   س گ   ذاري ح   روف ب   ا م   ات   ري   س ه   ر و ب   ردار ه   ر
ب   رداره   ا م   ات   ري   س-ب   ردار، ض   رب م   ن   ظ   ور ب   ه .(A = (aij)

m,n
i=۱,j=۱ و z = (z۱, ..., zn) م   ث   ال

م   ي ش   ون   د. گ   رف   ت   ه ن   ظ   ر در س   ت   ون   ي) (ب   رداره   اي n× ۱ م   ات   ري   س ه   اي ع   ن   وان ب   ه ه   م   ي   ش   ه Rn در
ش   د. خ   واه   ن   د داده ن   ش   ان K و J ،I ب   ا ان   دي   س  ه   ا م   ج   م   وع   ه 

f : Rn → R ك   ه داري   د ي   اد ب   ه م   ي ك   ن   ي   م. م   ع   رف   ي را NLO م   س   ائ   ل دس   ت   ه از ب   رخ   ي اك   ن   ون
ي   ك و c ∈ Rn ب   ردار ،Q ∈ Rn×n م   رب   ع   ي م   ات   ري   س ي   ك اگ   ر م   ي ش   ود، ن   ام   ي   ده دو درج   ه  ت   اب   ع

ك   ه ط   وري ب   ه ب   اش   ن   د داش   ت   ه وج   ود γ ∈ R ع   دد

f(x) =
۱
۲x

TQx+ cTx+ γ ∀x ∈ Rn;

ن   ام   ي   ده خ   ط   ي f آن   گ   اه γ = ۰ و Q = ۰ اگ   ر و م   ي ش   ود ن   ام   ي   ده آف   ي   ن f آن   گ   اه Q = ۰ اگ   ر
ب   ه را اص   ط   لاح   ات اي   ن خ   ط   ي، ت   واب   ع ب   ه آف   ي   ن ت   واب   ع دادن ن   س   ب   ت ب   ا اوق   ات گ   اه   ي م   ي ش   ود.

ن   م   ي ك   ن   ي   م. اس   ت   ف   اده درس   ت   ي



غ   ي   رخ   ط   ي ب   ه   ي   ن   ه س   ازي ۴

غ   ي   رخ   ط   ي ب   ه   ي   ن   ه س   ازي م   س   ائ   ل ط   ب   ق   ه ب   ن   دي
ب   ه را ب   ه   ي   ن   ه س   ازي م   س   ائ   ل از م   ه   م دس   ت   ه چ   ن   د ،۱ -۰ ك   ل   ي م   س   ئ   ل   ه  گ   رف   ت   ن ن   ظ   ر در ب   ا اك   ن   ون

م   ي ك   ن   ي   م. ب   ي   ان ف   ه   رس   ت وار ص   ورت
ب   ا ي   ا C م   ج   م   وع   ه و ه   س   ت   ن   د آف   ي   ن f, h۱, ..., hp, g۱, ..., gm ت   واب   ع :(LO)۱خ   ط   ي ب   ه   ي   ن   ه س   ازي
خ   ط   ي۲ اغ   ل   بب   رن   ام   ه ري   زي خ   ط   ي، ب   ه   ي   ن   ه س   ازي اس   ت. ب   راب   ر Rn

+ ن   ام   ن   ف   ي زي   رف   ض   اي ب   ا ي   ا و Rn

اس   ت. آش   ن   ا LO م   س   ائ   ل ح   ل ب   راي س   ي   م   پ   ل   ك   س ال   گ   وري   ت   م ب   ا اح   ت   م   الاً خ   وان   ن   ده م   ي ش   ود. ن   ام   ي   ده
.C = Rn و ه   س   ت   ن   د ت   ه   ي J و I ان   دي   س ه   اي م   ج   م   وع   ه ن   ام   ق   ي   د۳: ب   ه   ي   ن   ه س   ازي

م   ح   دودي   ت ت   واب   ع ه   م   ه  و اس   ت دو درج   ه f ه   دف ت   اب   ع :(QO)۴دو درج   ه ب   ه   ي   ن   ه س   ازي
س   ت. Rn از Rn

+ م   ث   ب   ت زي   رف   ض   اي ي   ا Rn ،C م   ج   م   وع   ه و آف   ي   ن g۱, ..., gm و h۱, ..., hp

ت   واب   ع g۱, ..., gm ك   ه ت   ف   اوت اي   ن ب   ا اس   ت QO م   س   ئ   ل   ه م   ان   ن   د دو۵: درج   ه م   ق   ي   د ب   ه   ي   ن   ه س   ازي
ه   س   ت   ن   د. دو درج   ه

غ   ي   رخ   ط   ي ب   ه   ي   ن   ه س   ازي از ك   وت   اه   ي ت   اري   خ   چ   ه ۲ -۰

درس   ي ك   ت   اب اول   ي   ن ، اق   ل   ي   دس۶ ع   ن   اص   ر ك   ت   اب م   ي دان   ي   م، ك   ه آن   ج   ا ت   ا
ك   ت   اب اي   ن اس   ت. م   ي   لاد) از ق   ب   ل چ   ه   ارم (ق   رن ب   ش   ر ت   اري   خ در ري   اض   ي

اس   ت. زي   ر ب   ه   ي   ن   ه س   ازي م   س   ئ   ل   ه ش   ام   ل
EF∥AB ك   ه ك   ن   ي   د م   ح   اط ط   وري را ADEF م   ت   وازي الاض   لاع ،ABC م   ث   ل   ث در

ب   اش   د. ب   ي   ش   ي   ن   ه م   ت   وازي الاض   لاع اي   ن م   س   اح   ت و DE∥AC و

ه   ر ده   د. ن   ش   ان را AC ض   ل   ع ط   ول b و م   ث   ل   ث ارت   ف   اع H ك   ن   ي   د ف   رض
ي   ك ان   ت   خ   اب ب   ا م   ن   ح   ص   رب   ف   رد ص   ورت ب   ه ش   ده، خ   واس   ت   ه ش   ك   ل ب   ه م   ح   اط م   ت   وازي الاض   لاع
ب   ب   ي   ن   ي   د). را ۲ -۰ (ش   ك   ل م   ي ش   ود م   ش   خ   ص AC ض   ل   ع روي A از x < b ف   اص   ل   ه  در F راس

ب   ه   ي   ن   ه س   ازي م   س   ئ   ل   ه  ي   ك ص   ورت ب   ه م   ي ت   وان   د اق   ل   ي   دس م   س   ئ   ل   ه  ك   ه ده   ي   د ن   ش   ان .۱ .۰ ت   م   ري   ن
ش   ود. ف   رم   ول   ه (QO) دو درج   ه 

1. Linear optimization
2. Linear programming
3. Unconstrained optimization
4. Quadratic optimization
5. Quadratically constrained quadratic optimization
6. Euclid’s elements
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اق   ل   ي   دس م   س   ئ   ل   ه  ن   م   اي   ش :۲ -۰ ش   ك   ل

max
۰<x<b

Hx(b− x)

b
(۲ -۰)

ب   ي   ش   ي   ن   ه م   ق   دار ك   ه ده   د ن   ش   ان ت   وان   س   ت ه   ن   دس   ي، اس   ت   دلال از اس   ت   ف   اده ب   ا اق   ل   ي   دس
ب   ه   ي   ن   ه س   ازي م   س   ائ   ل ح   ل ب   راي واح   د روش ي   ك ب   اش   د. x =

۱
۲b ك   ه م   ي آي   د دس   ت ب   ه وق   ت   ي

م   ت   ن ه   ر در واق   ع در م   ي م   ان   د. م   ن   ت   ظ   ر ۱۷ام ق   رن در ح   س   اب   ان پ   ي   ش   رف   ت ت   ا ب   اي   س   ت   ي غ   ي   رخ   ط   ي
ق   رار ص   ف   ر ب   راب   ر ب   ا ،۲ -۰ م   س   ئ   ل   ه ش   ب   ي   ه م   س   ائ   ل   ي ح   ل ب   راي ك   ه م   ي گ   ي   ري   م ي   اد ج   دي   د، ح   س   اب   ان
دس   ت ب   ه x =

۱
۲b ح   اص   ل، م   ع   ادل   ه  ح   ل و f(x) = Hx(b− x)

b
ه   دف ت   اب   ع م   ش   ت   ق دادن

م   ي آي   د.
لاگ   ران   ژ۲ روش، اي   ن خ   اط   ر ب   ه اس   ت. ف   رم   ا۱(۱۶۶۵- ۱۶۰۱) ب   ه م   ن   س   وب ج   دي   د روش اي   ن
(ب   رخ   لاف م   ي ب   اش   د ح   س   اب   ان م   خ   ت   رع ف   رم   ا ك   ه داش   ت اظ   ه   ار وض   وح ب   ه (۱۷۳۶ -۱۸۱۳)
اي   ن ت   ل   خ م   ب   ارزه  ي   ك در ب   ع   داً ك   ه (۱۶۴۶ -۱۷۱۶) لاي   ب   ن   ي   ت   ز۴ و (۱۶۴۳ -۱۷۲۷) ن   ي   وت   ن۳
م   س   ائ   ل ح   ل ب   راي ف   رم   ا روش ب   س   ط خ   اط   ر ب   ه لاگ   ران   ژ خ   ود ك   ردن   د). ت   ص   اح   ب را اف   ت   خ   ار
لاگ   ران   ژي۵ ت   اب   ع ع   ن   وان ب   ه اك   ن   ون ك   ه ت   اب   ع ي   ك س   اخ   ت وس   ي   ل   ه  ب   ه (ب   راب   ري) م   ق   ي   د ب   ه   ي   ن   ه س   ازي
1. Fermat
2. Lagrange
3. Newton
4. Liebnitz
5. Lagrangian function
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ق   ول ب   ه اس   ت. ش   ده ش   ن   اخ   ت   ه لاگ   ران   ژي، روي ف   رم   ا روش ك   ارگ   ي   ري ب   ه و م   ي ش   ود ش   ن   اخ   ت   ه
ك   رد. ب   ي   ان را زي   ر ك   ل   ي اص   ل م   ي ت   وان لاگ   ران   ژ

ت   ح   ت ب   اش   د م   ت   غ   ي   ر زي   ادي ت   ع   داد ب   ا ت   واب   ع   ي ك   ردن ك   م   ي   ن   ه ي   ا ب   ي   ش   ي   ن   ه دن   ب   ال ب   ه ك   س   ي اگ   ر
م   ع   ادل   ه، ي   ك از ب   ي   ش ت   ع   داد ي   ا ي   ك از م   ت   ش   ك   ل م   ح   دودي   ت ي   ك ب   ا م   ت   غ   ي   ره   ا اي   ن ك   ه ش   راي   ط   ي
از ك   ه را ت   واب   ع   ي ه   س   ت   ي   م، آن اك   س   ت   رم   م دن   ب   ال ب   ه ك   ه ت   اب   ع   ي ب   ه ب   اي   د آن   گ   اه ه   س   ت   ن   د، ارت   ب   اط در
ك   م   ي   ن   ه  ي   ا ب   ي   ش   ي   ن   ه و ك   رد اض   اف   ه ان   د، ش   ده ض   رب ن   ام   ع   ي   ن ض   راي   ب   ي در م   ح   دودي   ت ه   ا م   ع   ادلات
ه   م   راه ح   اص   ل، م   ع   ادلات ك   رد. ج   س   ت   ج   و م   ت   غ   ي   ره   ا ك   ردن ف   رض م   س   ت   ق   ل ب   ا را ح   اص   ل م   ج   م   وع
گ   رف   ت. خ   واه   ن   د ق   رار اس   ت   ف   اده م   ورد م   ج   ه   ولات ه   م   ه ت   ع   ي   ي   ن ب   راي م   ح   دودي   ت ه   ا، م   ع   ادلات ب   ا
ب   راب   ري م   ح   دودي   ت ه   اي ب   ا ت   ن   ه   ا NLO ك   ل   ي م   س   ئ   ل   ه  لاگ   ران   ژ، م   ن   ظ   ور ب   ه   ت   ر درك ب   راي

ب   گ   ي   ري   د. ن   ظ   ر در را (۱ -۰ در C = Rn و J = ϕ)

inf f(x)

s.t. hi(x) = ۰, i ∈ I = {۱, · · · , p}
x ∈ Rn.

م   ي ك   ن   ي   م ت   ع   ري   ف را لاگ   ران   ژي ت   اب   ع اك   ن   ون

L(x, y) := f(x) +

p∑
i=۱

yihi(x).

ك   ه ه   س   ت   ن   د ن   ام   ع   ي   ن   ي ض   راي   ب و م   ي ش   ون   د ن   ام   ي   ده لاگ   ران   ژ۱ ض   راي   ب yi ج   دي   د م   ت   غ   ي   ره   اي
”ب   ا ،L(x, y) ت   اب   ع ك   م   ي   ن   ه  ك   ردن پ   ي   دا ب   راي را ف   رم   ا روش اك   ن   ون ك   رد. اش   اره آن   ه   ا ب   ه لاگ   ران   ژ
س   ي   س   ت   م دي   گ   ر، ع   ب   ارت ب   ه م   ي ب   ري   م. ك   ار ب   ه ،“y و x م   ت   غ   ي   ره   اي ب   ودن م   س   ت   ق   ل ب   ه ت   وج   ه
ح   ف   ظ ب   ا را م   ي آي   د دس   ت ب   ه L گ   رادي   ان ق   راردادن ص   ف   ر م   س   اوي ب   ا ك   ه غ   ي   رخ   ط   ي م   ع   ادلات

م   ي ك   ن   ي   م. ح   ل ،(i ∈ I) hi(x) = ۰ ش   دن   ي ش   راي   ط

▽ L(x, y) = ۰, hi(x) = ۰ (i ∈ I), (۳ -۰)

ط   وري ب   ه دارد وج   ود y∗ ∈ Rp ب   ردار آن   گ   اه ب   اش   د، NLO م   س   ئ   ل   ه ب   ه   ي   ن   ه  ج   واب ي   ك x∗ اگ   ر
س   ي   س   ت   م م   ي ت   وان ب   ن   اب   راي   ن اس   ت. ۳ -۰ غ   ي   رخ   ط   ي م   ع   ادلات ج   واب ي   ك (x∗, y∗) ك   ه
ب   ه   ي   ن   ه ج   واب ،۳ -۰ ج   واب ي   ك از آم   ده دس   ت ب   ه x ق   س   م   ت و ك   رد ح   ل را ۳ -۰ غ   ي   رخ   ط   ي
1. Lagrange multipliers
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اي   ن دان   س   ت   ن ك   ه ش   ود ت   وج   ه ج   واب). وج   ود ش   رط (ب   ه م   ي ده   د ارائ   ه را NLO م   س   ئ   ل   ه
اس   ت. دش   وار خ   ي   ر، ي   ا دارد وج   ود NLO م   س   ئ   ل   ه ب   ه   ي   ن   ه ج   واب ك   ه ق   ب   ل از م   وض   وع

ن   ي   وت   ن، اي   س   اك م   ي ك   ش   ان   د. غ   ي   رخ   ط   ي م   ع   ادلات س   ي   س   ت   م ح   ل م   س   ئ   ل   ه ب   ه را م   ا اي   ن
ب   ا ه   م   راه دارد. م   س   ئ   ل   ه اي   ن ب   راي ال   گ   وري   ت   م ش   ده ت   ري   ن ش   ن   اخ   ت   ه از ش   اي   د را خ   ود ش   ه   رت
ج   ال   ب اس   ت. ب   ه   ي   ن   ه س   ازي ال   گ   وري   ت   م ه   اي اول   ي   ن از ي   ك   ي اي   ن لاگ   ران   ژ، و ف   رم   ا روش ه   اي
ال   گ   وري   ت   م پ   رك   ارب   ردت   ري   ن پ   ر ن   ي   وت   ن ب   ه   ي   ن   ه س   ازي ال   گ   وري   ت   م  ام   روزه، ح   ت   ي ك   ه ك   ن   ي   د ت   وج   ه اس   ت
ي   ع   ن   ي ب   ه   ي   ن   ه س   ازي، ال   گ   وري   ت   م ه   اي ج   دي   دت   ري   ن اس   ت. غ   ي   رخ   ط   ي ب   ه   ي   ن   ه س   ازي ب   راي

م   ي ك   ن   ن   د. اس   ت   ف   اده خ   ود ”م   وت   ور“ ع   ن   وان ب   ه روش اي   ن از درون   ي، ن   ق   ط   ه ال   گ   وري   ت   م ه   اي
درك اي   ن ب   ا ن   ي   وت   ن و اوي   ل   ر لاگ   ران   ژ، ف   رم   ا، زم   ان در غ   ي   رخ   ط   ي ب   ه   ي   ن   ه س   ازي م   ط   ال   ع   ه 
(اك   س   ت   رم   م) ب   ه   ي   ن   ه س   ازي اص   ول وس   ي   ل   ه  ب   ه م   ي ت   وان   د ط   ب   ي   ع   ت در ف   ي   زي   ك   ي اص   ول از ب   س   ي   اري ك   ه
م   ي ت   وان   د ن   ور ان   ت   ش   ار ب   راي ف   رم   ا ش   ده  ش   ن   اخ   ت   ه اص   ل م   ث   ال ب   راي م   ي ش   د. ه   داي   ت ش   ون   د، ب   ي   ان
در دي   گ   ر ن   ق   ط   ه  ب   ه ن   ق   ط   ه ي   ك از ن   ور ه   م   گ   ن، غ   ي   ر م   ح   ي   ط ي   ك در ش   ود: داده ت   وض   ي   ح چ   ن   ي   ن

دارد. زم   ان ك   م   ت   ري   ن ب   ه ن   ي   از ك   ه م   ي ك   ن   د ح   رك   ت م   س   ي   ري ط   ول
م   ي ت   وان   ن   د (ف   ل   ك   ي) م   ك   ان   ي   ك در م   س   ائ   ل از ب   س   ي   اري ك   ه ش   د م   ش   خ   ص م   ش   اب   ه، ط   ور ب   ه

ش   ون   د. ف   رم   ول   ه اك   س   ت   رم   م م   س   ائ   ل ع   ن   وان ب   ه
خ   ي   ر، ي   ا دارد ب   ه   ي   ن   ه ج   واب NLO م   س   ئ   ل   ه آي   ا ك   ه اي   ن م   ورد در ت   ص   م   ي   م گ   ي   ري م   س   ئ   ل   ه 
م   ش   ه   وري ن   ت   ي   ج   ه  واي   رش   ت   راس۱(۱۸۹۷- ۱۸۱۵) ك   ارل ام ۱۹ ق   رن در م   ي گ   ي   ري   م. ن   ظ   ر در را
ب   ي   ان ن   ت   ي   ج   ه اي   ن ك   رد. اث   ب   ات را اس   ت، ش   ده ش   ن   اخ   ت   ه آن   ال   ي   ز دان   ش   ج   وي   ان از ب   س   ي   اري ب   راي ك   ه
اخ   ت   ي   ار ف   ش   رده م   ج   م   وع   ه  ي   ك روي خ   ود س   وپ   ري   م   م و اي   ن   ف   ي   م   م پ   ي   وس   ت   ه، ت   اب   ع ي   ك ك   ه ك   ن   د م   ي

م   ي ده   د. ارائ   ه ب   ه   ي   ن   ه ج   واب ه   اي وج   ود ب   راي ع   م   ل   ي ك   اف   ي ش   رط ي   ك اي   ن م   ي ك   ن   د.
م   ال   ي، ام   ور م   ه   ن   دس   ي، ب   ه   ي   ن   ه ط   راح   ي در غ   ي   رخ   ط   ي ب   ه   ي   ن   ه س   ازي ج   دي   د، دوران در
ع   ص   ر در م   ا ك   ه اس   ت ش   ده گ   ف   ت   ه م   ي ش   ود. اس   ت   ف   اده دي   گ   ر زم   ي   ن   ه ه   اي ب   س   ي   اري و آم   ار
ب   ه ب   اش   د. گ   ذش   ت   ه از س   ري   ع   ت   ر و ب   ه   ت   ر ب   اي   د چ   ي   ز ه   م   ه ك   ه ج   اي   ي م   ي ك   ن   ي   م، زن   دگ   ي ب   ه   ي   ن   ه س   ازي
ك   ه وزن ك   م   ت   ري   ن ب   ا پ   ل ي   ك ه   وا، م   ق   اوم   ت ك   م   ت   ري   ن ب   ا م   اش   ي   ن ي   ك ط   راح   ي ن   م   ون   ه، ع   ن   وان
و ري   س   ك ح   داق   ل ب   ا س   ه   ام س   ب   د ي   ك ك   ن   د، ب   رآورده را اص   ل   ي م   ش   خ   ص   ه ه   اي ه   م   چ   ن   ان
م   ي ت   وان را م   س   ائ   ل گ   ون   ه اي   ن از پ   اي   ان ب   ي ف   ه   رس   ت   ي ي   ك و ب   الا ان   ت   ظ   ار م   ورد س   رم   اي   ه ب   رگ   ش   ت
ت   ص   م   ي   م م   س   ئ   ل   ه ب   راي ري   اض   ي م   دل ي   ك ب   ت   وان   ي   د اگ   ر ك   رد. اش   اره س   ازي ب   ه   ي   ن   ه زم   ي   ن   ه در

ك   ن   ي   د. ب   ه   ي   ن   ه را آن م   ي ت   وان   ي   د آن   گ   اه ب   س   ازي   د، گ   ي   ري ت   ان

1. Karl Weierstrass



غ   ي   رخ   ط   ي ب   ه   ي   ن   ه س   ازي ۸

درس اي   ن ك   ل   ي ط   رح
از ك   وچ   ك   ي ب   س   ي   ار ب   خ   ش ال   ب   ت   ه ك   ه غ   ي   رخ   ط   ي، ب   ه   ي   ن   ه س   ازي از ش   ده ب   ي   ان ك   وت   اه ت   اري   خ   چ   ه 
م   ي ش   ون   د ب   ررس   ي ك   ت   اب اي   ن در ك   ه م   ب   اح   ث م   ه   م   ت   ري   ن از ب   رخ   ي ت   ن   ه   ا اس   ت، ك   ام   ل ت   اري   خ   چ   ه 
ك   رد. خ   واه   ي   م م   ط   ال   ع   ه ۲ و ۱ ف   ص   ل ه   اي در را لاگ   ران   ژ و ف   رم   ا روش ه   اي م   ي ك   ن   د. م   ع   رف   ي را
ف   ص   ل ه   اي در س   پ   س ش   د. خ   واه   د دن   ب   ال لاگ   ران   ژ روش ب   ر م   ب   ت   ن   ي دوگ   ان   ي ن   ظ   ري   ه ۳ ف   ص   ل در
اب   ت   دا ك   رد. خ   واه   ي   م م   ع   ط   وف ب   ه   ي   ن   ه س   ازي ال   گ   وري   ت   م ه   اي ب   ه را خ   ود ت   وج   ه ب   اق   ي م   ان   ده
ق   ب   ل را، (۴ (ف   ص   ل ن   ي   وت   ن روش و ي   اف   ت   ه) (ت   ق   ل   ي   ل گ   رادي   ان روش م   ث   ل ك   لاس   ي   ك روش ه   اي
م   ط   ال   ع   ه ،(۶ (ف   ص   ل درون   ي ن   ق   ط   ه  ال   گ   وري   ت   م ه   اي در ن   ي   وت   ن روش ج   دي   د ك   ارب   رده   اي از
م   س   ائ   ل از خ   اص س   اخ   ت   ار ب   ا دس   ت   ه ه   اي م   ورد در ف   ص   ل ي   ك ب   ا س   ران   ج   ام ك   رد. خ   واه   ي   م
ح   ل درون   ي ن   ق   ط   ه ال   گ   وري   ت   م ه   اي ب   ا م   ؤث   ري ن   ح   و ب   ه م   ي ت   وان   ن   د ك   ه غ   ي   رخ   ط   ي ب   ه   ي   ن   ه س   ازي

م   ي ب   ري   م. پ   اي   ان ب   ه ش   ون   د،
اس   ت ش   ده آورده  ع   م   ل   ي و ت   اري   خ   ي م   ث   ال ه   اي از ن   م   ون   ه چ   ن   د ف   ص   ل، اي   ن ادام   ه  در

م   ي ده   ن   د. ارائ   ه غ   ي   رخ   ط   ي ب   ه   ي   ن   ه س   ازي زم   ي   ن   ه  در اي   ده ه   اي   ي ك   ه

ت   اري   خ   ي م   ث   ال ه   اي ب   رخ   ي ۳ -۰

از م   ي ش   ود، ارائ   ه ب   خ   ش اي   ن در ك   ه غ   ي   رخ   ط   ي ب   ه   ي   ن   ه س   ازي م   س   ائ   ل از ت   اري   خ   ي م   ث   ال ه   اي
،۱۹۹۰) ت   ي   خ   وم   ي   روف۱ اث   ر ”Stories about Maxima and Minima” ش   گ   ف   ت ان   گ   ي   ز ك   ت   اب
اي   ن ب   ه م   ي ت   وان   د خ   وان   ن   ده ب   ي   ش   ت   ر، ج   زئ   ي   ات و پ   ي   ش   ي   ن   ه ب   راي اس   ت. ش   ده گ   رف   ت   ه ،(AMS
اي   ن در راه ح   ل ه   ا م   ي ك   ن   ي   م. ب   ي   ان را م   س   ائ   ل ص   ورت ف   ق   ط اي   ن   ج   ا در ك   ن   د. م   راج   ع   ه ك   ت   اب
ش   د. خ   واه   د ارائ   ه ت   م   ري   ن ق   ال   ب در ك   رد، م   ط   ال   ع   ه را ب   ه   ي   ن   گ   ي ش   راي   ط خ   وان   ن   ده وق   ت   ي ك   ت   اب،
ن   ب   وده م   س   ائ   ل اي   ن م   ب   ت   ك   ران دس   ت   رس در م   ي ش   ون   د، ب   رده ك   ار ب   ه ك   ه ري   اض   ي اب   زاره   اي ال   ب   ت   ه،
ك   ت   اب ب   ه را خ   وان   ن   ده م   ج   دداً (اب   ت   ك   اري) اص   ل   ي ت   اري   خ   ي راه ح   ل ه   اي م   ط   ال   ع   ه  ب   راي اس   ت.

م   ي ده   ي   م. ارج   اع ت   ي   خ   وم   ي   روف

ت   ارت   اگ   ل   ي   ا م   س   ئ   ل   ه ۱ -۳ -۰

ك   رد: م   ط   رح را زي   ر م   س   ئ   ل   ه  ،(۱۵۰۰ -۱۵۵۷) ت   ارت   اگ   ل   ي   ا۲ ن   ي   ك   ول   و
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ن   ت   ي   ج   ه ك   ه ط   وري ب   ه ك   رد ت   ق   س   ي   م ت   وان م   ي ب   خ   ش دو ب   ه را ۸ ع   دد چ   ط   ور
ش   ود؟ ب   ي   ش   ي   ن   ه ت   ف   اض   ل ش   ان در ح   اص   ل ب   خ   ش دو ح   اص   ل ض   رب

ب   ه را م   س   ئ   ل   ه اي   ن م   ي ت   وان ده   ي   م، ن   ش   ان x۲ و x۱ ب   ا را م   ج   ه   ول ب   خ   ش دو اگ   ر
ك   رد. ب   ي   ان زي   ر غ   ي   رخ   ط   ي ب   ه   ي   ن   ه س   ازي م   س   ئ   ل   ه  ص   ورت

max x۱x۲(x۱ − x۲) (۴ -۰)

ب   اش   د ب   رق   رار زي   ر م   ح   دودي   ت ه   اي ك   ه ط   وري ب   ه

x۱ + x۲ = ۸, x۱ ≥ ۰, x۲ ≥ ۰.

x۲ = ۴ − (
۴√

۳
) و x۱ = ۴ + (

۴√
۳
) درس   ت ج   واب ك   ه م   ي دان   س   ت ت   ارت   اگ   ل   ي   ا

داده ۴ .۲ ت   م   ري   ن در (راه ح   ل اس   ت؟ درس   ت ج   واب اي   ن ك   رد ث   اب   ت م   ي ت   وان چ   ط   ور اس   ت.
اس   ت). ش   ده

ك   پ   ل   ر م   س   ئ   ل   ه ۲ -۳ -۰

ف   ري   ب ش   راب ش   ك   ل اس   ت   وان   ه اي ظ   رف ه   ن   دس   ه ب   ا آن   ق   در ك   پ   ل   ر۱، ي   وه   ان   س م   ش   ه   ور، م   ن   ج   م
New solid geometry of wine” ن   وش   ت: آن درب   اره  ك   ت   اب   ي ۱۶۱۵ س   ال در ك   ه ب   ود خ   ورده

ك   رد: ب   ررس   ي م   س   ائ   ل) ب   ق   ي   ه ك   ن   ار (در را زي   ر م   س   ئ   ل   ه او ك   ار اي   ن در .“barrels
ك   ن   ي   د. م   ح   اط ح   ج   م ب   ي   ش   ت   ري   ن ب   ا اس   ت   وان   ه ي   ك ك   ره، ي   ك داخ   ل

ق   ط   ر ن   س   ب   ت ك   ه اس   ت اس   ت   وان   ه اي ح   ج   م، ب   ي   ش   ت   ري   ن ب   ا اس   ت   وان   ه ك   ه م   ي دان   س   ت ك   پ   ل   ر
چ   ط   ور اس   ت). ك   ره ق   ط   ر ب   راب   ر اس   ت   وان   ه ق   ط   ر۲ ط   ول ال   ب   ت   ه (و اس   ت √۲ ارت   ف   اع ب   ه آن ق   اع   ده 

ش   ون   د). م   لاح   ظ   ه ۲ .۱ و ۲ .۰ (ت   م   ري   ن ه   اي داد؟ ن   ش   ان را ج   واب اي   ن درس   ت   ي م   ي ت   وان

ك   ن   ي   د. ف   رم   ول   ه غ   ي   رخ   ط   ي ب   ه   ي   ن   ه س   ازي م   س   ئ   ل   ه  ي   ك ص   ورت ب   ه را ك   پ   ل   ر م   س   ئ   ل   ه  .۲ .۰ ت   م   ري   ن

اش   ت   اي   ن   ر۳ م   س   ئ   ل   ه ۳ -۳ -۰

رئ   وس از آن ف   واص   ل م   ج   م   وع ك   ه ك   ن   ي   د پ   ي   دا را ن   ق   ط   ه اي ش   ده، داده م   ث   ل   ث ي   ك ص   ف   ح   ه  در
ب   اش   د. ك   م   ي   ن   ه م   ث   ل   ث
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3. Steiner’s problem




