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 1.، که یک واجب دینی استملی آموزی، نه تنها یک وظیفهخوانی و علمامروزه کتاب

 مقام معظم رهبری

های ارزیابی رشد، توسعه و پیشرفت فرهنگی هر هدر عصر حاضر یکی از شاخص
خوانی مردم آن مرز و بوم است. ایران کشوری میزان تولید کتاب، مطالعه و کتاب

با داشتن تمدنی چندهزارساله و مراکز متعدد علمی،  تاکنوناسلامی نیز از دیرباز 
های معتبر، علما و دانشمندان بزرگ با آثار ارزشمند تاریخی، سرآمد فرهنگی، کتابخانه

سان خورشیدی هفرهنگ و تمدن جهانی ب های دیگر بوده و در عرصهها و ملتدولت
چه کسی  .کندخویش هنرنمایی مینهاد درخشد و با فرزندان نیکتابناک همچنان می

آور ایرانی همچون ابوعلی سینا، ابوریحان فرزانه و نامکه در دنیا با دانشمندان است 
 ،ای نظیر فردوسی، سعدیهمچنین شاعران برجستهبیرونی، فارابی، خوارزمی و ... 

امی مولوی، حافظ و ... آشنا نباشد و در مقابل عظمت آنها سر تعظیم فرود نیاورد. تم
این افتخارات ارزشمند، برگرفته از میزان عشق و علاقه فراوان ملت ما به فراگیری علم 

 ،الهی های گوناگون است. به شکرانهو مطالعه منابع و کتاب نو دانش از طریق خواند
ولی اکنون در این زمینه در چه  .و پربار است درخشانتاریخ و گذشته ما، همیشه 

های فرهنگی در شده از سوی مجامع و سازمانآمار و ارقام ارائهجایگاهی قرار داریم؟ 
 .باشدهر ایرانی، برایمان چندان امیدوارکننده نمی مطالعه مورد سرانه

فت است و کتاب خوب، یکی دانش و معر ای به سوی گسترهکتاب، دروازه
، دستاوردهای بشر در سراسر عمر جهان هاز بهترین ابزارهای کمال بشری است. هم

ها پدید هایی است که انساننوشتهدر میان دستتا آنجا که قابل کتابت بوده است، 
های پیامبران به بشر، و تعالیم الهی، درس ،نظیربی آورند. در این مجموعهآورده و می

پذیر نیست. ها امکانهمچنین علوم مختلفی است که سعادت بشر بدون آگاهی از آن
ترین دستاورد از مهمشک بخش کتاب ارتباط ندارد بیو زندگی زیباکسی که با دنیای 

روشنی ، بهانسانی و نیز از بیشترین معارف الهی و بشری محروم است. با این دیدگاه
توان ارزش و مفهوم رمزی عمیق در این حقیقت تاریخی را دریافت که اولین می

و در اولین  «بخوان!«خطاب خداوند متعال به پیامبر گرامی اسلام)ص( این است که 
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به تجلیل یاد  «قلم»الشأن خداوند، فرود آمده، نام عظیم ای که بر آن فرستادهسوره
ْوَْإ قْ » است:شده در اهمیت عنصر کتاب برای تکامل  «قَلَمباِل ْْرَمُ.ْإَلَّذیْعَلَّمَْاکَْ کَْإلْ رَبْ رَإ 

از انسانی، همین بس که تمامی ادیان آسمانی و رجال بزرگ تاریخ بشری،  جامعه
 اند.طریق کتاب جاودانه مانده

شمول خود با هدف آموزش برای جغرافیایی ایران نور با گسترهپیام دانشگاه
محور در نظام آموزش عالی عنوان دانشگاهی کتاببه ،وقتجا و همههمه، همه

و خردورزی بخش عظیمی از جوانان سازی کشورمان، افتخار دارد جایگاه اندیشه
جویای علم این مرز و بوم باشد. تلاش فراوانی در ایام طولانی فعالیت این دانشگاه 

ظران برجسته نهای گرانقدر استادان و صاحبربهگیری از تجانجام پذیرفته تا با بهره
شاخص و خودآموز تولید شود. در آینده درسی ها و منابع آموزشی کشورمان، کتاب

این مهم با هدف ارتقای سطح علمی، روزآمدی و توجه بیشتر به نیازهای مخاطبان  هم،
طور قطع استفاده از نظرات استادان، نور با جدیت ادامه خواهد داشت. بهدانشگاه پیام

رسان مهم و خطیر یاری ما را در انجام این وظیفه ،نظران و دانشجویان محترمصاحب
های خود ما را در دمی عزیزانی که با نقد، تصحیح و پیشنهاخواهد بود. پیشاپیش از تما

م. لازم است از تمامی ینمایرسانند، سپاسگزاری میخطیر یاری می انجام این وظیفه
و ما را در سازی خود دانسته نور را منزلگه اندیشهاندیشمندانی که تاکنون دانشگاه پیام

اند، صمیمانه قدردانی گردد. موفقیت هتولید کتاب و محتوای آموزشی درسی یاری نمود
 ست.ا پژوهان عزیز آرزوی همیشگی ماو بهروزی تمامی دانشجویان و دانش
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 یشگفتارپ

 شـوند.                  مـی  مطـرح  دیفرانسـیل  معادلات عددي حل در که است مباحثی شامل          حاضر کتاب

 و معمـولی  دیفرانسـیل  معـادلات  مقـدماتی           واحدهاي در که است مباحثی مکمل کتاب این

 دانشـجویان  بـراي  اسـتفاده  قابـل  و شـوند                  مـی  ارائه معمولی دیفرانسیل معادلات عددي حل

 و فیزیـک  مانند پایه علوم و مهندسی و فنی هاي         رشته نیز و ریاضی رشته تکمیلی تحصیلات         

 مقطـع  دانشـجویان  بـراي  تـدریس  قابـل  کتـاب  ایـن  از ییهـا  بخـش  همچنـین  اسـت.  غیره

  است. کارشناسی

 عـددي  يها روش زمینه در که است مباحثی نظري بررسی اضرح کتاب اصلی هدف

 عـددي  يهـا  روش از مهـم  کلی دسته دو د.نشو         می مطرح معمولی دیفرانسیل معادلات حل

 مـورد  بسـیار  کـه  2محـدود  هـاي  المان          يها روش و 1محدود تفاضل يها روش از ندا عبارت

 مبـانی  ارائـه           زمینـه  ایـن  در شود.                 می پرداخته محدود تفاضل يها روش  به ابتدا          هستند. توجه

 سـاختن  ایـده  نیـز  و ضـمنی  و صـریح  گـامی          چنـد  و گـامی          تـک  عددي يها روش ساختن

 هسـتند  مبـاحثی  جملـه  از انتگرال          کوادراتورهاي از حاصل نتایج براساس کارآمد يها         روش

 دیـدگاه  از شـده   ارائـه  يهـا  روش آنـالیز           .اسـت  شده تمرکز ها آن روي حاضر کتاب در که

 بـه  محـدود  تفاضـل  يها روش زمینه در که است اهدافی از دیگر یکی پایداري و ییهمگرا

 اسـت  متنـوع  هـاي          تمـرین  و مختلف هاي         مثال          شامل کتاب از فصل هر شود.                 می پرداخته آن

 است. ودمندس بسیار مباحث فراگیري در که

1. Finite Difference Method (FDM)
2. Finite Element Method (FEM)



 ده

 ایـن  مبـانی  شـود.                  می پرداخته محدود هاي         المان يها روش  به کتاب از دیگري بخش

 مختلـف  مسـائل  حـل  بـراي  هـا  آن از اسـتفاده  چگـونگی  و شـود                  مـی  مطـرح  ها روش نوع

 و اولیـه  مقـدار  مسائل کتاب این در بررسی مورد مسائل شد. خواهد تشریح کامل صورت  به

 گرفت. خواهد قرار بحث مورد مجزا صورت  به مبحث هر که است مرزي          مقدار نیز



 اول فصل

معمولی دیفرانسیل معادلات نظریه بر مروري

  کلی هدف

 معمـولی  دیفرانسـیل  معـادلات    ۀاولی مقدار مسائل   ۀزمیندر اساسی مفاهیم برخی فصل این در

 مبحـث  بـه  معمـولی  نسـیل دیفرا معـادلات  يهـا  گاهدسـت  کلی معرفی از پس شود. می مرور

 مسـائل  جـواب  پایـداري  و تـایی یک و وجـود  شرایط و شود         می پرداخت اولیه مقدار مسائل

  د.شو         می مطرح اولیه مقدار

 یادگیري يها هدف

  بتواند: فصل این مطالب یادگیري و          مطالعه از پس رود         می انتظار خواننده از

 همـراه  بـه  دیفرانسـیل  معادلات از دستگاه یک صورت به را n   ۀمرتب   ۀاولی مقدار   مسئلۀ یک .1

کند. بیان اولیه شرایط
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 باشد. داشته را اولیه مقدار ائلمس جواب یکتایی و وجود بررسی توانایی .3

باشد. داشته را اولیه مقدار   مسئلۀ یک جواب پایداري بررسی و توجیه توانایی .4

مقدمه

 بسیاري بررسی و سازي مدل براي کاربردي و مهم بسیار ابزارهاي از یکی دیفرانسیل معادلات

 و  تجزیـه  بـراي  عـددي  يهـا          الگـوریتم  ارائه حاضر کتاب هدف آیند.                 می شمار به ها         پدیده از

 ایـن  در .شـود          می مطرح معمولی دیفرانسیل معادلات          زمینهدر که است یمسائل حل و          تحلیل
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 ایـن  در          کـرد.  خواهیم بررسی و معرفی دیفرانسیل معادلات مسائل نام با را مسائل این کتاب

 :شود                 می هگرفت نظردر زیر صورت به معمولی دیفرانسیل معادلات از کلی فرم یک          کتاب

)1-1(   ' , , ( ) y f t y y y t  

 جـواب  هـاي  فـرم  کلاسـیک،  يهـا          روش با معادلات نوع این بودن پذیر حل فرض با

 مقـدماتی  مباحـث  در کـه           طـوري  مانه بود. خواهند پارامتري یا و ضمنی صریح، صورت به

 تـابع           مقـدار  آن در کـه  شرطی          همراه به معادله این          هرگاه          شود، می عنوان دیفرانسیل معادلات

 ایـن  گـوییم.  مسئله یک آن به شود مطرح          باشد، شده مشخص t0 مانند نقطه یک در جواب

  :گیریم         می نظردر زیر صورت به را آن که دارد نام اولیه مقدار مسئله ،مسئله

)1-2(       ' ( , ( )), ( ) 0 0y f t y t y t y  

) تابع آن در که , )f t y دامنـه  در پیوسـته           تابعی D          صـفحه  در y و t           گـوییم  .اسـت 

) تابع )y t دامنـه  در          )2- 1( مسـئله  از )کلاسـیک  ( جواب یک  a t b  ،هرگـاه  اسـت 

  :بازه این در          t هر ازاي به

) الف) , ( ))t y t D  

) ب) ) y t y0 0  

)               ج) )y t              معادله در و موجود ( ) ( , ) y t f t y کند صدق.  

 فـرض  منظـور  بـدین  داد. تعمیم دیفرانسیل معادلات گاهدست به توان                 می را فوق مفاهیم

  :باشد زیر دیفرانسیل معادلات دستگاه حل هدف کنید

'( ) ( , ( ),..., ( )) ny t f t y t y t1 1 1  
' ( ) ( , ( ),..., ( )) ny t f t y t y t2 2 1


  

' ( ) ( , ( ),..., ( ))n n ny t f t y t y t 1  

) آن در که ), , ,...,iy t i n1  اگـر  هسـتند.  مجهـول  و t حقیقـی           متغیر از توابعی                   2

  :کنند صدق نیز زیر شرط در توابع این کنیم فرض

   ( ) ,    , ,..., 0 0 1 2i iy t y i n  

  :گرفت نظردر زیر ماتریسی فرم به را مسئله این توان                 می صورت ایندر

)1-3(  ' ( , ), ( ) 0 0y f t y y t y  
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  آن در که

)1-4(  

'

'

( , ,..., )

( , ) , , '

( , ,..., )

    
    

       
           

n

n n n n

f t y y y y

f t y y y

f t y y y y

1 1 10 1

0

1 0

    

 را یـک  از بـالاتر  مرتبـه  از اولیـه  مقـدار  مسـئله  هـر  که داشت توجه نکته این به باید

 مطـرح  اولیـه  شـرط  همـراه  بـه  اول مرتبه دیفرانسیل معادلات دستگاه یک صورت به توان                 می

  :است زیر امn اولیه مقدار مسئله بررسی هدف کنید فرض          د.کر

)1-5(  ( ) ( )( ) ( , ( ), '( ),...., ( ))n ny t f t y t y t y t1  

)1-6(  ( ) ( ) , , ,...,  k
ky t y k n0 0 01 1  

) صورت به ) , , ...,kz t k n1 کمکی توابع معرفی با:  

( ) ( )z t y t1  
( ) '( )z t y t2


  

)1-7(  ( )( ) ( ) n
nz t y t1  

 :نوشت زیر معادلات دستگاه صورت به توان                 می را )5- 1( معادله

)1-8(  

'

'

.
.

' .
.

.
.

( , ,..., )

     
  
      
  
  
       n

n

z
z

z

z

z f t z z

2
1

3

1

  

  :شوند می نوشته زیر صورت به          کمکی توابع برحسب )6- 1( اولیه شرایط همچنین

)1-9(  

( )

.

.

.

( )

   
   
   
    
   
   
   
   n n

z t y

z

z t y

1 0 10

0

0 0

0

0

0
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  جواب دامنه روي اولیه شرط تأثیر 1- 1

 هـا  جـواب  ایـن  دامنـه  نیـز  و اولیـه  مقـدار  مسائل جواب روي بر اولیه طشرای تأثیر بررسی

 ایـن  در اسـت.  اهمیـت حائز بسـیار  عـددي  و نظري يها         دیدگاه از که است مسائلی ازجمله

 کنیم. می بررسی را موضوع این اهمیت مثال، چند ارائه با بخش

  :است زیر خطی اولیه مقدار مسئله حل هدف کنید فرض ابتدا

)1-10( '( ) ( ) ( ) ( ) , ( )  y t p t y t q t y t y0 0  

  :آورد دست به زیر صورت به را مسئله این جواب توان می

( ) ( ) ( ) ,  ( ) exp( ( ) )
( )

 


 
     
  

0

00

1 t t
y t s q s ds y t p s ds

t t t
 

) پیوستگی فرض با )p t و( )q t،  0 شـود                  مـی  ملاحظـهy  جـواب  دامنـه  در يتـأثیر 

 مـؤثر  جـواب  دامنـه  در          0y مقـدار  غیرخطـی،  مسـائل  در امـا  .داشت نخواهد خطی مسائل

 ید.کن توجه زیر هاي مثال به مطلب این شدنتر روشن براي .بود خواهد

  :گیریدب درنظر را زیر غیرخطی مسئله 1- 1 مثال

'( ) ( ) ( )  2 0y t y t y t  
 معادلـه  جـواب  داد نشـان  سـادگی  به توان می معادله، این بودن پذیر تفکیک به توجهبا

  :است زیر صورت به

)1-11(  ( )



 t

y t
ce

1

1
  

) اولیـه  شـرط  کنیـد  فرض .است دلخواه ثابت یک c که ) y y  در معادلـه  بـراي  00

 .داریـم  شرط این از استفاده با باشد. دست c
y 0

1
y اگـر  کـه  اسـت  مشـخص  1 0 0، 

c آنگاه ] دامنه در مسئله جواب و 1 , )0 اگر اما است. موجود y 0  در جـواب  آنگاه 0

] محدود بازه , ln( )) 1
00 1 y است موجود.  

)ln اگر که است مشخص ) t y 1
 مسـئله  جواب عبارت در کسر مخرج آنگاه ،01

) تـابع  کنـد.                  می میل نهایت بی به مسئله جواب ،t این ازاي به و شود                 می صفر , ( ))f t y t در 

) صورت به مسئله این , )  f t y y y   .است هموار کاملاً تابعی که است 2

  :بگیرید درنظر را زیر معادله 2- 1 مثال

'( ) ( )  2y t y t 
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y ثابت تابع  :هستند معادله این يها         جواب زیر تابع و 0

)1-12( ( ) 


y t
t c

1 

) ماننـد  اي اولیـه  شرط اگر          است. دلخواه ثابت یک c آن در که ) y y  دسـت  در 00

  :از است عبارت مسئله یبدیهغیر جواب آنگاه باشد،

( )





y t
t y 1

0

1
 

y ازاي به 0 ] جـواب  دامنه ،0 , )0  .اگـر  امـا  اسـت y 0  بـازه  در تنهـا  جـواب  ،0

[ , )y 1
  .است موجود 00

 ـ عنوان به  ازاي بـه  کـه  کنیـد  توجـه  دیگـر    ۀنکت y 00  بـا  1
 c y 1
0        جـواب  ،1

y ازاي بـه  و اسـت  صـعودي           ،t افزایش با )11- 1( 0 c بـا  0 y 1
 بـا  )12- 1( جـواب  ،0

 است. نزولی ،t افزایش

  

 جواب یکتایی و وجود 2- 1

 در بحـث  معمـولی،  دیفرانسـیل  معـادلات  مسـائل  حـل  عددي يها روش به پرداختن از قبل

 بخـش  ایـن  در ود.ب خواهد سودمند بسیار مسائل این جواب پایداري و یکتایی وجود، مورد

 د.کـر  خـواهیم  بیـان  را اولیه مقدار مسائل جواب یکتایی و وجود قضایاي ،اثبات ارائه بدون

  .اند شده  ارائه          ]3- 1[ مراجع در قضایا این اثبات

) ،2 در همبنـد  و بـاز  مجموعـه  یـک  D کنیـد  فـرض  1- 1 قضیه , )f t y  تـابعی 

) و D عضو y و t متغیرهاي از پیوسته , )t y0 )اگرتـابع  باشـد.  D داخلی نقطه یک 0 , )f t y

k ثابت با 1شیتز لیپ شرط در   .کند صدق زیر صورت به 0

( , ) ( , ) , ( , ),( , )   1 2 1 2 1 2f t y f t y k y y t y t y D  

) یکتاي تابع آنگاه          )y y t  مقـادیر  برخـی  ازاي بـه  کـه  اسـت  موجـود  0، در 

  :کرد خواهد صدق زیر   مسئلۀ

'( ) ( , ( )),

( )

     



y t f t y t t t t

y t y

0 0

0 0
  

                                                                                                                                                                                                            

1. Lipschitz Condition 
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) اگـر  داد نشـان  تـوان                  می راحتی به          کلی حالتدر , )



f t y

y
 کرانـدار  و موجـود  D در 

  :کنیم فرض است کافی حکم، این دادن نشان براي .کند         می صدق شیتز لیپ شرط در f باشد،

)1-13(  
( , )

( , )






t y D

f t y
k Max

y
 

 :دهد         می نتیجه میانگین مقدار قضیه از استفاده

( , ) ( , ) ( , )( ), 


    


f
f t y f t y t y y y y

y
1 2 1 2 1 2  

 ـ ،)13- 1( از اسـتفاده  و فوق تساوي طرفین به مطلققدر اعمال  را  f  بودنشـیتز  پلی

 .کند         می ثابت

  .کنیم می بررسی زیر يها         مثال براي را فوق قضیه

  :بگیرید نظردر را زیر معادله 3- 1 مثال

' sin( ) y t y1 
  :کنید فرض

  , ,       D t y t y0 1 

  :که است مشخص

( , ) cos( )





f
t y t t y

y
 

ــم )13- 1( رابطــه از و k داری ــابراین .         1 ــه بن ــر ازاي ب  ه 00 1t ــه شــرط و  اولی

( ) y t y0  بازه در مسئله این 0   , ,   0 0 01t t است یکتا جواب داراي. 

 و f ،کاربردي مسائل از بسیاري در



f

y
 ،D دامنـه  در امـا  هسـتند،  پیوسـته  تـوابعی  

 ،t متغیـر  روي جـواب  دامنـه  امـا  هسـتند  پـذیر  حل گرچه مسائل، این د.نیست کراندار توابعی

  ید.کن توجه زیر مثال به .باشد                 می t0 حول مشخص بازه یک به محدود

 :بگیرید نظردر را زیر اولیه مقدار مسئله 4- 1 مثال

' , ( ) y y y2 0 1 

) صورت به مسئله جواب شود                 می ملاحظه ) 


y t
t

1

1
 يازا به که است واضح است. 

t ) مثال  این در .است موجود مسئله جواب 1 , )f t y y ) و                   2 , )





f
t y y

y
 مشخص .2

t به محدود اولیه شرط اساسبر جواب دامنه اما هستند پیوسته توابع این که است   است. 1
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 :دشو می مطرح زیر صورت به دیفرانسیل معادلات تگاهدس براي 1- 1 قضیه تعمیم

) کنید فرض 2- 1 قضیه ( , ), ..., ( , )) nf f t y f t y1 در پیوسته و شده تعریف یتابع 

 ناحیه  , ,    nS t y a t b y  آن در که باشد a و b          هسـتند.  مشخص عدد دو 

 .کند                 می صدق          زیر صورت به k ثابت با شیتز پلی شرط در f تابع کنید فرض همچنین

( , ) ( , )  f t y f t y k y y1 2 1 2 

 هــر ازاي بــه صــورت ایــندر دهــد.                 مــی نشــان را n در نــرم یــک .آن در کــه

 a t b0 و  ny0 ، تابع یک تنها ( )y t که است موجود: 

1. ( )y t از پیوسته تابعی t بازه در پذیر مشتق پیوسته صورت به و  ,a b است. 

2. '( ) ( , ( ))  y t f t y t a t b  

3. ( ) y t y0 0 

ــد ــیه مانن ــهملا ،1- 1 قض ــی حظ ــود م ــرط ش ــپ ش ــیتز لی ــ ش ــت راربرق ــر اس  اگ

, , , ...,





i

i

f
i j n

y
  .باشند کراندار و پیوسته ،موجود          S ناحیه در 1

  

 جواب پایداري 3- 1

 .است مسائل این جواب پایداري ،است موردتوجه اولیه مقدار مسائل در که مهم مباحث از یکی

 اگـر  کـه           اسـت  معنـا  این به )2- 1( اولیه مقدار مسئله جواب پایداري نظري دیدگاه از

 اخـتلال  یـک  باعـث  اخـتلال  ایـن  گـاه آن شود، همراه  مانند جزئی اختلالی با اولیه شرط

, کنید فرض تر کلی  حالتدر نشود. مسئله جواب یعنی خروجی در بزرگ ( ) y t  جـواب 

 اخـتلال  یـک  بـا  هـم  معادلـه  راست سمت و باشد          یافته اختلال          اولیه شرط با )3- 1( مسئله

  :باشد همراه

)1-14(  , , ,' ( ) ( , ( )) ( ), , ( )           y t f t y t x a t b y t y0 0  

) اخـتلال  و کنـد                  می صدق 3- 1 قضیه درشرایط f کنید فرض ) t  در پیوسـته  یتـابع 

  .است یکتا جواب داراي )3- 1( مسئله داد نشان توان         می .باشد S ناحیه

) پیوستگی و 2- 1 قضیه شرایط برقراري فرض با 3- 1 قضیه )t در S،  دارد وجـود 

D S ناحیه در که D، اختلالات          اگر  و( )t کنند صدق زیر شرط در: 

,   


 0 0  
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 کوچـک  کـافی  انـدازه  بـه   آن در کـه  ،است یکتا جواب داراي )14- 1( مسئله آنگاه

) اگر          .شود         می فرض )y t آنگاه ،باشد )3- 1( اولیه مقدار مسئله جواب: 

)1-15(   ,( ) ( ) ,  


    sy t y t p c c 0           

 آن در که


p
ck

1

1
. 

 و وضـعی  خـوش           اسـت.  بررسی مورد مسئله 1بودن وضع خوش دهنده نشان قضیه این

 .شـوند                  مـی  تعریـف  جـواب  پایـداري  و یکتایی وجود، اساسبر مسئله یک براي 2وضعیبد

 برقـراري   عـدم  و نظـر  مورد مسئله بودن  وضع خوش معناي به شرط سه این زمان هم برقراري

 اگـر  ،3- 1 و          2- 1 هـاي          قضیه به استناد با است. آن بودن  وضعبد مفهوم به شرایط از هرکدام

) تـابع  روي شـده ذکر شرایط , )f t yو یکتـایی  وجـود،  ،دنباش ـ برقـرار  آن اولیـه  شـرط  و 

 وجـود  بـا  دکـر  توجـه  بایـد  شـد.  خواهد تضمین )3- 1( اولیه مقدار مسئله جواب پایداري

 ممکـن  وضـع،  خوش   مسئلۀ یک حل براي عددي يها         روش از استفاده شرایط، این برقراري

 یـک  بـدحالتی  و حـالتی  خـوش  شـود                  می یادآوري د.شو منجر 3حالتبد مسئله یک به است

 اصـلی  منـابع  از یکـی  شـوند.                  مـی  تعریف ها آن خطاي انتشار میزان مبنايبر عددي الگوریتم

 يهـا          داده خطاي          اعداد، بازیابی و ذخیره خطاي دلیل به است. گر         محاسبه ماشین خطاي خطا،

 و اسـت  ناپـذیر  اجتنـاب  ماشـین  خطـاي  با شدن مواجه کلیطور به ماشینی، اعمال و ورودي

 انتشـار  تـوجهی  قابـل  صـورت  به را ورودي خطاهاي این که عددي هاي الگوریتم و ها روش

 ازاي بـه  کـه  کنید فرض را حالتی موضوع شدن روشن ايبر شوند.                 می قلمداد حالت      بد دهند،

 ,   t t t0 y و 0 ، کـه  کنیم بررسی را اي         اولیه مقدار مسئله جواب خواهیم می 

y تنها ) کنید فرض          .باشد یافته اختلال  با 0 )y t اشدب زیر یافته اختلال مسئله جواب. 

' ( ) ( , ( )) ,

( )

 



 



    

 

y t f t y t t t t

y t y

0 0

0 0
  

) اگر )y t پس باشد اصلی مسئله جواب:  

'( ) ( , ( )), '( ) y t f t y t y t y0 0  

  :داریم ،کنیم کم هم از را یرظن معادلات اگر

                                                                                                                                                                                                            

1. Well-Posed 
2. Ill-Posed 
3. Ill-Condition 
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)1-16(          
'( ) ( , ( )) ( , ( ))

( )





 



z t f t y t f t y t

z t0
   

) آن در که ) ( ) ( ) z t y t y t.          قضـیه  کمـک  بـه  را )16- 1( معادلـه  راست طرف 

 :زنیم         می تقریب زیر صورت به میانگین مقدار

)1-17(  '( ) ( , ( )) ( ) , ( ) 


 


f
z t t y t z t z t

y
0           

) که زمانی تقریب این )y t به ( )y t حـل  بـا  .بـود  خواهـد  مناسـب  باشـد،  نزدیک 

 :داریم )17- 1( تقریبی مسئله

)1-18(  ( ) exp ( , ( ))
 
 

  
  

t

t

f
z t s y s ds

y
0

  

          که هاییt ازاي به اگر حال t t0، ( , ( ))





f
t y t

y
) بازه این در آنگاه ،0 )z t  بـا 

 است حالت خوش مسئله این گوییم صورت دراین .بود خواهد کراندار. 

 :بگیرید نظردر را زیر خطی مسئله 4- 1 مثال

' ( ), ( ) ,    y y g t y y 00 0  

 که است مشخص


 


f

y
 :داریم          )18- 1( از بنابراین          .0

( )  tz t e  
) بـین  اختلاف ،t افزایش با دهد                 می نشان نتیجه این )y t و ( )y t  خواهـد  افـزایش 

  .بود خواهد بدحالت مسئله این نتیجهدر و یافت

) هرگاه )18- 1( رابطه بنابر , )




f
t y

y
 قـرار  بررسـی مورد را جـواب  کـه  اي دامنه در 

 خطـاي  گرفـت  نتیجه توان می گاهآن ،باشد کوچک مثبت عدد یک از کمتر یا منفی دهیم، می

) بین )y t و ( )y t از ضریبی با   اسـت  حالـت  خـوش  مسـئله  و بـود  خواهـد  کرانـدار. 

) مقدار کمی، ازلحاظ هرچقدر , ( ))




f
t y t

y
 سـرعت  آنگـاه  باشـد،  يتـر  بـزرگ  منفی عدد 

) کردن میل )z t ـ وجـود  ایـن  با بود. خواهد بیشتر صفر به   نظـري،  نظـر از کـه  مسـائلی  رايب

 پـیش  مشـکلاتی  بـاز  کنـیم،          مـی  اسـتفاده  عددي يها روش از که زمانی ،هستند حالت خوش

 را مشـکلاتی  چنـین  کـه  مسـائلی  .پرداخت خواهیم آن به آینده هاي         فصل در که آمد خواهد

  .دارند شهرت          1سخت مسائل به دارند

                                                                                                                                                                                                            

1. Stiff Problems 
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 را مسـائل  اولیـه  شـرط  بـه  ماتریسـی  حالـت در اولیـه  مقدار مسائل جواب پیوستگی

 :گرفت نتیجه زیر قضیه از توان می

 کنیـد  فـرض  4- 1 قضیه  , ,    nS t y a t b y  و : nf S   یـک 

  .کند         می صدق زیر صورت به k ثابت با شیتز لیپ شرط در که باشد پیوسته تابع

( , ) ( , ) , ( , ) , ,    1 2 1 2 1 1 2f t y f t y k y y t y S i 

 اگر ,t a b0، اگر          آنگاه ( , )y t w باشد زیر اولیه مقدار مسئله جواب:  

' ( , ), ( , ) 0y f t y y t w w 

 صورت ایندر

)1-19(   ( ; ) ( ; ) , ,


   
k t t

y t w y t w e w w t a b0

1 2 1 2  

 را زیـر  قضـیه  تـوان  می آن، اولیه شرط به اولیه مقدار مسئله جواب پیوستگی مورد در

  د.کر مطرح دیفرانسیل معادلات دستگاه براي نیز

ــیه ــلاوه 5- 1 قضـ ــر عـ ــات بـ ــیه مفروضـ ــر ،4- 1 قضـ ــاتریس اگـ ــوبی مـ  ژاکـ

( , )
 

  
 

i
y

i ij

f
D f t y

y
ــود، S در  ــته موجـــــ ــدار و پیوســـــ ــد کرانـــــ  باشـــــ

 ( ( , ) , , ) yD f t y k t y S، اولیه مقدار مسئله جواب صورت دراین: 

' ( , )

( )





y f t y

y t w0

  

 بـود  خواهـد  پـذیر  مشـتق  پیوسته صورت به          w برحسب  , ,...,   nw 1  و 2

 .شود می تعریف زیر صورت به که w به نسبت y مشتق

( ; ) ( ) ,...,
 

  
   

  
s

n

y y
z t w D y t

1
  

 :بود خواهد زیر اولیه مقدار مسئله از جوابی

)1-20(      ' , , , . yz D f t y t z z t w I0         

ــه شــود توجــه z، 'z،  ک   yD t y t ــا         مــاتریس n ییه n .ــابر هســتند       اینبن

 اسـت.  اولیـه  شـرط  2n همـراه  بـه  دیفرانسیل معادله 2n از سیستم یک ةدهند نشان )20- 1(         

 جـواب  رشـد  از تخمینـی  کـه  اسـت  نیـاز  مسائل از بسیاري در مختلف، کاربردهاي دلیل به

 z t بسـیار  توانـد  مـی  زیـر  قضـیه  منظـور  ایـن  بـراي  باشیم. داشته )19- 1( رابطه          کمک به 

 :کنیم می بررسی را زیر ماتریسی مسئله کنید فرض .باشد گشا راه
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)1-21(  ' ( ) , ( ) y T t y y a I  
  

ــه ــک y آن در ک ــاتریس ی n م n و مجهــولات از ( )T x ــاتریس  I و ضــرایب م

 .است همانی ماتریس

) کنیـد  فرض )21- 1( مسئله در 6- 1 قضیه )T t روي  ,t a b  و باشـد  پیوسـته 

( ) ( )k t T t، کند می صدق زیر نامساوي در          مسئله این جواب صورت ایندر.  

( ) exp ( ) , .
 
    
 
 

t

t

y t I k s ds t a

0

1   

 

  اول فصل ۀخلاص

 جـواب  مفهـوم  و شـد  بیـان  معمـولی  دیفرانسـیل  معادلات از کلی صورت یک فصل این در

 از معمـولی  دیفرانسـیل  معادله یک که شد داده نشان د.ش تشریح معادلات نوع این کلاسیک

 مرتبـه  معمـولی  دیفرانسـیل  معادلات دستگاه یک صورت به توان         می را یک از تر بزرگ مرتبه

  نوشت. اول

 پرداختـه  اول مرتبـه  معـادلات  بـه  مربوط اولیه مقدار مسائل به 2- 1 بخش در درادامه

  گرفت. قرار بررسیمورد جواب دامنه روي اولیه شرط تأثیر و شد

 گاهدسـت  به مربوط اولیه مقدار مسائل جواب          یکتایی و وجود          بررسی به 3- 1 بخش در

  شد. پرداخته اول مرتبه معمولی دیفرانسیل معادلات

 ها         جواب پایداري مبحث ،اولیه مقدار مسائل مورد در مهم بسیار ثمباح از دیگر یکی

  شد. مطرح زمینه این در کاربردي قضیهچند و پرداخته آن به 4- 1 بخش در که است

  

  اول فصل تشریحی خودآزمایی

 همـراه  بـه           اول مرتبـه  دیفرانسـیل  معادلات دستگاه یک صورت به را زیر اولیه مقدار مسئله .1

  بنویسید اولیه شرط یک

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ),

( ) , ( ) , , ( )  






   

   

n n
n n

n
n

A t y A t y A t y G t t t

y t y t y t

1
1 0 0

1
0 0 0 1 0

  

  

  

  




