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.1است دینی واجب یک ، کهملی یوظیفه تنها یک نه آموزیعلم و امروز کتابخوانی

 مقام معظم رهبری

های ارزیابی رشد، توسعه و پیشرفت فرهنگی هر هدر عصر حاضر یکی از شاخص
خوانی مردم آن مرز و بوم است. ایران کشوری میزان تولید کتاب، مطالعه و کتاب

با داشتن تمدنی چندهزارساله و مراکز متعدد علمی،  تاکنوناسلامی نیز از دیرباز 
های معتبر، علما و دانشمندان بزرگ با آثار ارزشمند تاریخی، سرآمد فرهنگی، کتابخانه

سان خورشیدی هفرهنگ و تمدن جهانی ب های دیگر بوده و در عرصهها و ملتدولت
چه کسی  .کندهنرنمایی می نهاد خویشدرخشد و با فرزندان نیکتابناک همچنان می

آور ایرانی همچون ابوعلی سینا، ابوریحان فرزانه و نامکه در دنیا با دانشمندان است 
 ،ای نظیر فردوسی، سعدیهمچنین شاعران برجستهبیرونی، فارابی، خوارزمی و ... 

مولوی، حافظ و ... آشنا نباشد و در مقابل عظمت آنها سر تعظیم فرود نیاورد. تمامی 
این افتخارات ارزشمند، برگرفته از میزان عشق و علاقه فراوان ملت ما به فراگیری علم 

 ،الهی های گوناگون است. به شکرانهو مطالعه منابع و کتاب نو دانش از طریق خواند
ولی اکنون در این زمینه در چه  .و پربار است درخشانتاریخ و گذشته ما، همیشه 
های فرهنگی در شده از سوی مجامع و سازمانو ارقام ارائهجایگاهی قرار داریم؟ آمار 

 باشد.هر ایرانی، برایمان چندان امیدوارکننده نمی مطالعه مورد سرانه
دانش و معرفت است و کتاب خوب، یکی  ای به سوی گسترهکتاب، دروازه

، عمر جهاندستاوردهای بشر در سراسر  هاز بهترین ابزارهای کمال بشری است. هم
ها پدید هایی است که انساننوشتهدر میان دستتا آنجا که قابل کتابت بوده است، 

های پیامبران به بشر، و تعالیم الهی، درس ،نظیربی آورند. در این مجموعهآورده و می
پذیر نیست. ها امکانهمچنین علوم مختلفی است که سعادت بشر بدون آگاهی از آن

ترین دستاورد از مهمشک بخش کتاب ارتباط ندارد بیو زندگی زیبا کسی که با دنیای
روشنی انسانی و نیز از بیشترین معارف الهی و بشری محروم است. با این دیدگاه، به

توان ارزش و مفهوم رمزی عمیق در این حقیقت تاریخی را دریافت که اولین می
و در اولین  «بخوان!«است که خطاب خداوند متعال به پیامبر گرامی اسلام)ص( این 

به تجلیل یاد  «قلم»الشأن خداوند، فرود آمده، نام عظیم ای که بر آن فرستادهسوره

1. https://farsi.khamenei.ir/message-content?id=2696 

سه



ْوَْرَبْ إ قْ » است:شده در اهمیت عنصر کتاب برای تکامل  «قَلَمباِل ْْرَمُ.ْإَلَّذیْعَلَّمَْاکَْ کَْإلْ رَإ 
از انسانی، همین بس که تمامی ادیان آسمانی و رجال بزرگ تاریخ بشری،  جامعه

 اند.طریق کتاب جاودانه مانده
شمول خود با هدف آموزش برای جغرافیایی ایران نور با گسترهپیام دانشگاه

محور در نظام آموزش عالی عنوان دانشگاهی کتاببه ،وقتجا و همههمه، همه
و خردورزی بخش عظیمی از جوانان سازی کشورمان، افتخار دارد جایگاه اندیشه

جویای علم این مرز و بوم باشد. تلاش فراوانی در ایام طولانی فعالیت این دانشگاه 
ظران برجسته نهای گرانقدر استادان و صاحبربهگیری از تجانجام پذیرفته تا با بهره

شاخص و خودآموز تولید شود. در آینده درسی ها و منابع آموزشی ن، کتابکشورما
این مهم با هدف ارتقای سطح علمی، روزآمدی و توجه بیشتر به نیازهای مخاطبان  هم،

طور قطع استفاده از نظرات استادان، نور با جدیت ادامه خواهد داشت. بهدانشگاه پیام
رسان مهم و خطیر یاری ا در انجام این وظیفهما ر ،نظران و دانشجویان محترمصاحب

های خود ما را در دخواهد بود. پیشاپیش از تمامی عزیزانی که با نقد، تصحیح و پیشنها
م. لازم است از تمامی ینمایرسانند، سپاسگزاری میخطیر یاری می انجام این وظیفه

و ما را در ازی خود دانسته سنور را منزلگه اندیشهاندیشمندانی که تاکنون دانشگاه پیام
اند، صمیمانه قدردانی گردد. موفقیت تولید کتاب و محتوای آموزشی درسی یاری نموده

ست.ا پژوهان عزیز آرزوی همیشگی ماو بهروزی تمامی دانشجویان و دانش

نوردانشگاه پیام

چهار
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مؤلف پيشگفتار

طول در ( ناچبين۲ لئوپولدو ) نويسنده و است هار۱ انتگرال مقدماتي اصول شامل كتاب اين
موسسه ي در هم  چنين و ( گوانابارا ريودوژانيرو، ) برزيل دانشگاه هاي در ۱۹۵۹ سال دوم نيمسال
كه است آورده دست به را فرصت اين ( پرنامبوكو رزيفه، ) رزيفه دانشگاه رياضي و فيزيك

كند. جمع  آوري را كتاب اين مطالب
براي لازم زمينه پيش است، شده نوشته باشد مستقل كه نكته اين رعايت با كتاب اين
عمومي توپولوژي و جبر از استيلتيس۴ و لبگ۳ انتگرال هاي از ابتدايي دانشي فقط خواننده
در هم  چنين است، سودمند آن اصول و تابعي آناليز با خواننده آشنايي مرحله اين در است.
بررسي هار انتگرال يكتايي و وجود قضيه ي مختصراً مي شود، ذكر كه مقدماتي پيش نياز هاي ميان
و آن مشخص ويژگي هاي نمايش و قضيه اثبات براي مي شود، ارائه كه اصولي قبيل اين مي شود.
روشي اصول، اين دانستن و است ضروري مطلقاً مي دهند نشان را خودشان فوراً كه كاربردهايي
تعدادي به توجه با كتاب اين كامل مطالعه  از بعد خواننده است. جذاب و ساده شده، داده سازمان
يا آناليز دان يك خود، ميل با مطابق مي تواند هندسي انتگرال و هارمونيك آناليز اساسي كاربرد
نويسنده باشد، داشته را كار اين انجام به تمايل شخصي اگر حتي كند. انتخاب را هندسه دان يك
بوده اند كلاسيك آنها كند، پوشي چشم ويل۷ و كارتان۶ هنري بورباكي۵، ايده هاي از نمي تواند
اين به راجع علمي متن هاي در كه ديگري گرايش هاي دليل به را افراد اين نظريات اينجا در و
منطبق نويسندگان شخصي مزاق به بيشتر مباحث اين زيرا مي كنيم، ارائه است، شده مطرح موضوع
خواننده علاقه ي برانگيختن توانايي و باشد هدفمند كه بود خواهد موفق زماني كتاب يك است.
كتاب اين باشد. داشته را آن كاربردهاي به خاص نگاهي با اما تابعي آناليز زيباي روش هاي به
متأسفانه كه مي آورد دست به مختلف مثال چندين با را نتايج و دهد توضيح مثال با كه مي كوشد
1. Harr

2. Leopoldo Nachbin

3. Lebesgue

4. Stieltjes

5. Bourbaki

6. Henri Cartan

7. Weil

هفت



براي گومز۱ پريرا آلفردو پروفسور از نويسنده ندارد. را مسائل از كامل فهرستي براي كافي زمان
دا آداوتو لوئيز آقاي از هم  چنين مي كند. تشكر رياضي” ”متون مجموعه ي  در درس اين انتشار
مي كنم، تشكر گراند ريو دانشگاه از ماچادو۳ سيلويو آقاي و برزيل دانشگاه از مديروس۲ جاستا
اين در را آنها متناسب  سازي و دروس نوشتن و ويرايش مقدمات كه بودند گروهي افراد اين

داشته اند. عهده بر كتاب

ناچبين لئوپولدو
رزيفه دانشگاه
پرنامبوكو رزيفه،
۱۹۵۹ نوامبر

1. Alfredo Pereira Gomes

2. Luiz Adauto da Justa Medeiros

3. Silvio Machado

هشت



مترجمان پيشگفتار

موسيقي” در ”ماهر معناي به harmonikos يوناني ريشه از (harmonics انگليسي (به ”هماهنگ ها” عبارت
پايه نتُ فركانس از صحيحي ضرايب موسيقايي، نتُ يك هماهنگ هاي فركانس موسيقي، علم در است. شده گرفته
در را هارمونيك ها مي توانند موسيقي آلات هست. كرد) توليد صوتي لوله يك از مي توان كه فركانسي (پايين ترين
(تركيبي تركيبي گام هاي معمولاً موسيقي گام هاي هارمونيك ها، در كنند. اجرا اصلي بم هاي و زير از مختلفي انواع

هستند. فركانس) چندين از
شاخه اي هارمونيك آناليز است. هارمونيك آناليز و تابعي آناليز نام هاي به اصلي شاخه دو شامل رياضي آناليز
نمايش و مطالعه به و بوده پايه امواج از برآيندي صورت به سيگنال ها يا توابع نمايش با مرتبط كه است رياضيات از
كاربرد هاي كه شده تبديل وسيع شاخه اي به اخير، قرن دو در و مي پردازد فوريه تبديل و فوريه سري هاي مفاهيم
عكس ها و ديسك ها فشرده سازي كوانتومي، مكانيك سيگنال، پردازش نمايش، نظريه اعداد، نظريه در گسترده اي
و پزشكي در پرتونگاري و اطلاعات) بازيابي و بهينه سازي فشرده سازي، (خوشه بندي، مصنوعي هوش كامپيوتر، در
گرما معادله حل كشف جريان در (۱۸۰۷) فوريه ژوزف مطالعات به علم اين تاريخچه دارد. علم ديگر شاخه هاي
موجك تحليل در مي شوند. تجزيه مثلثاتي توابع از خطي تركيب صورت به حقيقي مقادير با توابع كه مي گردد بر
گرفته نظر در تطبيقي صورت به دو هر تركيب مي شوند، تصوير فركانس به مكان يا زمان كه فوريه آناليز خلاف بر

مي شود.
فشرده موضعاً گروه هاي روي عمل به حاضر كتاب در كه مي پردازد متنوعي بحث هاي به هارمونيك آناليز
توسط بار اولين گروه ها اين كه هست توپولوژيك گروه هاي شناخت هارمونيك آناليز اصلي پايه مي شود. پرداخته
طريق از هندسي مفاهيم زمينه در كلاين مطالعات به گروه ها اين اساس چند هر شد. تعريف ۱۹۲۶ سال در شراير
يكاني گروه هاي عمومي، خطي (گروه هاي هندسه در كلاسيك گروه هاي مي گردد. بر آنها با متناظر تبديل هاي گروه
دانش اين توسعه و پيشرفت به منتهي تحقيقات ادامه مورد در كتاب متن در هستند. لي گروه هاي همگي (... و
روي شده تعريف (... و اندازه ها (توابع، اشياء مطالعه هارمونيك، آناليز ساده زبان به بنابراين است. شده صحبت

است. توپولوژيك گروه هاي
و است هار انتگرال ويژه به هارمونيك آناليز مفاهيم با رياضي رشته دانشجويان آشنايي كتاب اين هدف

شود. تدريس رياضي رشته دكتري و ارشد كارشناسي كارشناسي، مقطع در درسي كتاب يك عنوان به مي تواند
داده اند انجام را كتاب ويرايش و بازخواني كه اسكوئي برقي نسرين دكتر خانم سركار زحمات از پايان در
و كرده ياري كتاب شدن بهتر در را ما است خواهشمند ارجمند دانشجويان و استادان از و مي شود قدرداني و تشكر
باشند. تماس mehdishams@kashanu.ac.irدر ايميل با دارند كتاب به انتقادي يا پيشنهاد كه صورتي در

لرستان دانشگاه رياضي گروه نصيري، ليلا دكتر
كاشان دانشگاه آمار گروه علمي هيئت عضو شمس، مهدي دكتر
۱۴۰۱ پائيز

نه
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اول فصل

فشرده موضعاً فضا هاي روي انتگرال گيري

مقدمه ۱ .۱
لبگ انتگرال به آن توسيع سپس و ريمان۱ انتگرال ابتدا آناليز، در عمومي درسي دوره هاي در
داد تعميم ريمان-استيلتيس انتگرال به مي توان را ريمان انتگرال حال، عين در مي شود. مطالعه
بنابراين است. لبگ انتگرال از تعميم يك كه يابد گسترش لبگ-استيلتيس انتگرال به مي تواند كه

داريم: را زير نمودار

لبگ

ريمان لبگ-استيلتيس

ريمان-استيلتيس

دوتايي پيكان هاي و هستند (گسترش) توسيع فرايند دهنده ي نشان تك پيكان هاي بالا، شكل در
مورد حقيقي متغير چند يا يك براي انتگرال گيري روش هاي اين مي دهند. نشان را تعميم فرايند
از انتگرال گيري تشكيل به تحليلي و هندسي كاربردهاي ديگر، طرف از مي گيرند. قرار مطالعه
ابعاد عنوان به كه مجموعه هايي روي عمومي تر، صورت به يا مشتق پذير خمينه هاي روي توابع
نظريه ي يك ساختن براي ايده يك حقيقت، اين مي شوند. منجر شده اند، رده بندي نامتناهي
است مجاز آنها روي انتگرال گيري كه مجموعه هايي روي كه توابعي براي انتگرال گيري عمومي

باشد. داشته وجود آن ها در نظريه اي چنين توسعه امكان كه مجموعه هايي يعني مي دهد، ارائه

1. Riemman



هار انتگرال ۲

روي انتگرال گيري نوع دو بين انتخاب معضل با انتگرال گيري، نظريه ي امروزي نمايش در
فرد يك است ممكن معرفي اين هستيم. مواجه مجرد انتگرال گيري و فشرده موضعاً  فضاهاي
كه حالي در است، مجردتر دوم ديدگاه كه كند منتقل را احساس اين او به و كند گمراه را مبتدي
است دومي از خاص حالت يك اول نظريه ي كه اين نيست. ساده خيلي واقع در وضيعت اين
توابعي روي انتگرال گيري فشرده، موضعاً فضاهاي روي انتگرال گيري نظريه ي در است: واضح
موضعاً فضا و شده تعريف هستند توپولوژي داراي كه مجموعه هايي روي كه مي شود انجام
توابعي روي انتگرال گيري مجرد، انتگرال گيري نظريه ي در كه صورتي در بود. خواهد فشرده
آن روي فرض پيش طور به كه مي شود تعريف مجموعه يك روي توابع اين كه مي شود انجام
مجرد انتگرال گيري ديدگاه داد نشان كاكوتاني۱ ديگر طرف از است. نشده داده توپولوژي هيچ
معادل هم با ديدگاه دو هر لذا و مي كند پيدا تقليل فشرده موضعاً فضاهاي روي انتگرال گيري به
بحث به توجه با كنيم. بحث انتگرال گيري نظريه ي مورد در كه نداريم قصد كتاب اين در هستند.
فشرده موضعاً فضاهاي روي انتگرال گيري مورد در اصلي مرجع ندارد. ضرورتي كار اين بالا
مورد در كتاب بهترين است. شده نوشته بورباكي توسط كه است انتگرال گيري موضوع با كتابي
كه هستند لوميس۶ و ريس-ناگي۵ هالموس۴، هوپف۳، ساكس۲، كتاب هاي مجرد، انتگرال گيري

شده اند. آورده زمان ترتيب به نام ها اين

كه مي شود آورده فشرده موضعاً فضاهاي روي انتگرال گيري براي مقدمه اي بعدي، فصل  در
انتگرال گيري نظريه ي از بخواهيم كه زماني رويكرد اين است. بورباكي ديدگاه با مطابق مطالب اين
ارائه مطالب چه اگر هست. زيادي مزايايي داراي برويم، شوارتز۷ لارنت از توزيع ها نظريه ي به
مي دهيم. ادامه سوم و دوم فصل هاي در ناچار به را مطالب هستند، يكپارچه منطقي طور به شده
برخي نيست. انتگرال گيري نظريه ي مفاهيم از خلاصه اي شامل كافي اندازه ي به اول فصل بنابراين
لبگ-فوبيني۸ قضيه ي لبگ، قضيه ي مانند انتگرال گيري، آموزشي دوره هاي در ضروري مباحث از
مقادير با توابع از انتگرال گيري و نامتناهي دكارتي ضرب هاي روي انتگرال گيري لبگ-نيكوديم۹،

است. شده حذف برداري

1. Kakutani

2. Saks

3. Hopf

4. Halmos

5. Riesz­Nagy

6. Loomis

7. Laurent Schwartz

8. Fubibi

9. Nikodym
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انگيزه ۲ .۱
ريمان- انتگرال شده ي شناخته مفهوم از داد، ارائه بورباكي كه ديدگاهي براي انگيزه ايجاد منظور به
اين مي كنيم، محدود متغيره يك حقيقي توابع به را خودمان سادگي براي مي كنيم. آغاز استيلتيس
چون مي كند. ايجاد ما ديدگاه براي قوي كافي اندازه ي به انگيزه يك هنوز شده محدود مورد
ارائه ي به نيست، ضروري متن بقيه كردن كامل براي است آمده بخش اين در كه حقايقي اثبات

نمي پردازيم. اثبات ها اين
مي كنيم. معر في R حقيقي اعداد خط از I = [a, b] فشرده ي بازه ي براي را ريس قضيه ي
نسبت f تابع ريمان-استيلتيس انتگرال باشند. I روي حقيقي مقادير با تابع دو α و f كنيم فرض

توسط α به
∫ b

a
f(x)dα(x) = lim

n→∞

n∑
i=۱

f(ξi)(α(xi)− α(xi−۱),

طول عنوان به حد و a = x۰ ≦ ξ۱ ≦ x۱ ≦ ξ۲ ≦ · · · ≦ xn = b آن در كه است، شده تعريف
ماكزيمم

∆ = max{xi − xi−۱; ۱ ≦ i ≦ n}

مي كند. ميل صفر به و است شده گرفته نظر در شده تقسيم زير بازه هايي به I كه بازه هايي ∫از b
a fdα مي كند بيان كه است قضيه اي انتگرال اين به مربوط وجود ي قضيه ي مقدماتي ترين

كلي تغيير كه مي كند بيان مطلب اين باشد؛ كران دار تغيير با α و پيوسته f هرگاه است، موجود
توسط كه

V t(α) = sup

n∑
i=۱

|α(xi)− α(xi−۱)|

كه طوري به متناهي دنباله هاي تمام به توجه با سوپريمم باشد؛ متناهي شده تعريف

a = x۰ ≦ x۱ ≦ · · · ≦ xn = b

صعودي α و پيوسته f كه صورتي در دارد وجود انتگرال اين ويژه، به است. شده گرفته نظر در
يك طبق چون است، معادل قبلي حالت با اساسي طور به خاص حالت اين حال، اين با باشد.
نوشت. صعودي تابع دو تفاضل صورت به مي توان را كران دار تغيير با تابع هر ژوردان۱ از قضيه 
تعريف C (I) توسط را I روي حقيقي مقادير با پيوسته توابع از شده تشكيل برداري فضاي

1. Jordan
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تابعك يك باشد كران دار تغيير با و شده تعريف I روي كه α حقيقي مقادير با تابع هر مي كنيم.
ضابطه ي با C (I) برداري فضاي روي كه مي كند تعيين µ خطي

µ(f) =

∫ b

a
fdα (۱ .۱)

.f ∈ C (I) آن در كه است
است C (I) روي µ خطي تابعك يك I روي ريمان-استيلتيس انتگرال فرايند تعريف طبق
حقيقي مقادير با تابع يك يعني، شود، داده نشان ريمان-استيلتيس انتگرال يك توسط مي تواند كه
ريس قضيه ي مي شود. بر قرار (۱ .۱) رابطه ي كه طوري به دارد وجود I روي كران دار تغيير با α
توابعي كه مي شوند متناظر α توابع به كه مي كنند مشخص را ريمان-استيلتيس انتگرال فرايند هاي

هستند. صعودي يا كران دار تغيير با
نتيجه f ≧ ۰ براي و f ∈ C (I) اگر مي شود، ناميده مثبت C (I) روي µ خطي تابعك

.µ(f) ≧ ۰ بگيريم

يك باشد. C (I) برداري فضاي روي خطي تابعك يك µ كنيم فرض ( ريس ) .۱ .۲ .۱ قضيه
اگر  است برقرار (۱ .۱) رابطه ي كه طوري به دارد وجود I روي α حقيقي مقادير با صعودي تابع

باشد. مثبت µ اگر و تنها 
خطي تابعك هاي با صعودي توابع به نسبت ريمان-استيلتيس انتگرال فرايند هاي بنابراين

مي شوند. منطبق C (I) روي مثبت
زير صورت به طبيعي روش به آن نرم كه است باناخ۱ فضاي يك C (I) برداري فضاي

است: شده تعريف
∥f∥ = sup{|f(x)|;x ∈ I}.

پيوسته نرم اين به نسبت كه توابعي عنوان به C (I) روي µ خطي تابعك هاي از مي توانيم لذا
كنيم. صحبت هستند

يك باشد. C (I) برداري فضاي روي خطي تابعك يك µ كنيم فرض ( ريس ) .۲ .۲ .۱ قضيه
برقرار (۱ .۱) رابطه ي كه طوري به دارد وجود كران دار تغيير با I روي α حقيقي مقادير با تابع

باشد. پيوسته µ و تنها اگر اگر است
تابعك هاي با كران دار تغيير با توابع به نسبت ريمان-استيلتيس انتگرال فرايند هاي بنابراين

مي شوند. منطبق C (I) روي پيوسته خطي
1. Banach
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C (I) روي مثبت خطي تابعك هر كه مي شود منجر نتيجه اين به پيشين حكم هاي مقايسه
اين، بر علاوه مي شود. ثابت مستقيم طور به بلكه است درست تنها نه نتيجه اين باشد، پيوسته بايد
مي دهد نشان مي گيريم، كار به را نظر مورد حكم دو كه وقتي شد، بيان قبلاً كه ژوردان قضيه ي
نوشته مثبت خطي تابعك دو تفاضل عنوان به مي تواند C (I) روي پيوسته خطي تابعك هر كه

است. مهم انتگرال نظريه ي در و شود ثابت مستقيم طور به است ممكن حقيقت اين شود،
بگيريم، انتگرال حقيقي اعداد خط روي فشرده ي بازه ي يك روي انتگرال گيري جاي به اگر
راحتي به كه همان گونه مي گيريم. نظر در را است شده بيان ريس قضيه ي دو توسط كه جنبه هايي
يك بين اختلاف هستند. قبلي حالت هاي از ساده اي نتايج مربوطه اثبات هاي است، شده بررسي
موضعاً فضاهاي و فشرده فضاهاي بين اختلاف كننده منعكس حقيقي اعداد خط و فشرده بازه ي

كرد. خواهيم بحث ً بعدا  آنها دوي هر درباره كه است فشرده
كنيم فرض باشند. R حقيقي اعداد خط روي حقيقي مقادير با تابع دو α و f كنيم فرض
انتگرال بنابراين باشد. كران دار تغيير با R از [a, b] فشرده ي بازه ي هر روي α و پيوسته R روي f

معمولي، تعريف اساس بر و دارد وجود ∫ b
a fdα∫ +∞

−∞
fdα = lim

a→−∞
b→+∞

∫ b

a
fdα,

بي نهايت در f رفتار به حد اين البته كه باشد داشته وجود شده داده نشان حد كه اين شرط به
بي نهايت در f تابع رفتار به مربوط كامل بحث منظور به است. شده فرض ثابت α و دارد بستگي
وجود فشرده بازه ي يك كنيم فرض مي كند، ضمانت را بالا حد وجود كه حالت ساده ترين در

مي شود. صفر f بيرون كه طوري به باشد داشته
به شده اند تعريف R روي كه حقيقي مقادير با پيوسته توابع از شده تشكيل برداري فضاي
مي شود صفر مي كند تغيير ديگر تابع به تابع يك از كه فشرده بازه ي يك بيرون تابع هر كه طوري

مي كنيم. تعريف K (R) توسط را
توسط مي توانند بالا نوع از انتگرال يك توسط K (R) روي µ خطي تابعك هاي

µ(f) =

∫ +∞

−∞
fdα (۲ .۱)

كران دار تغيير با يا صعودي يا R از فشرده بازه ي هر روي α و f ∈ K (R) آن در كه شوند بيان
است. شده تضمين (۲ .۱) رابطه ي در انتگرال وجود بنابراين است،

كه اين از و f ∈ K (R) براي اگر است مثبت µ خطي تابعك كه حقيقت اين گفتن با
براي را شده ساخته C (I) براي قبلاً كه تعريفي مي توانيم ،µ(f) ≧ ۰ بگيريم نتيجه f ≧ ۰
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كنيم. تكرار K (R)

يك باشد. K (R) برداري فضاي روي خطي تابعك يك µ كنيم فرض ( ريس ) .۳ .۲ .۱ قضيه
مي كند صدق (۲ .۱) رابطه ي در كه طوري به دارد وجود R روي α حقيقي مقادير با صعودي تابع

باشد. مثبت µ اگر و تنها اگر
صورت به K (R) برداري فضاي روي نرم يك مي توانيم ،C (I) براي نرم تعريف با متناظر

كنيم: تعريف زير
∥f∥ = sup{|f(x)|;x ∈ R}.

فضاي يك K (R) واقع، در دارد. وجود برداري فضاي دو بين اساسي تفاوت يك حال، اين با
سادگي به نيست. كامل شده تعريف مذكور نرم توسط كه متري به نسبت يعني، نيست؛ باناخ
تشكيل برداري فضاي از چگال و سره زير فضاي يك K (R) كه مي گيريم نتيجه حقيقت اين از
صفر به بي نهايت در و هستند حقيقي مقادير با و پيوسته R روي كه است توابعي تمام از شده

است. شده بيان بالا عبارت توسط برداري فضا ي اين روي نرم هم چنين، مي كنند. ميل
ريس قضيه ي مي كنيم سعي كه وقتي نيست كامل بالا نرم به نسبت K (R) كه حقيقت اين
آن گاه باشد، پيوسته K (R) روي µ خطي تابعك اگر مي رسد. نظر به دشوار كمي كنيم بيان را
مناسب تعريف يك اين باشد، پيوسته شده مشخص نرم به نسبت اگر مي شود. رد قضيه اين
K فشرده ي بازه ي هر براي است. يافته توسعه زير صورت به پيوستگي مناسب تعريف نيست.
كه حقيقي مقادير با پيوسته توابع از كه K (R) از برداري زير فضاي ،R حقيقي اعداد خط از
تعريف K (R,K) توسط را شده اند تشكيل مي شوند صفر K بيرون و شده اند تعريف R روي
بلافاصله و است معني دار K (R,K) برداري فضاي در شده مشخص نرم ويژه، به مي كنيم.
نرم به نسبت اگر است پيوسته µ بنابراين است. باناخ فضاي يك K (R,K) كه مي شود مشاهده
است R از فشرده بازه ي هر K آن در كه K (R,K) برداري زير فضاي هر روي شده داده نشان

باشد. پيوسته
يك باشد. K (R) برداري فضاي روي خطي تابعك يك µ كنيم فرض ( ريس ) .۴ .۲ .۱ قضيه
است، كران دار تغيير با R از فشرده بازه ي هر روي كه دارد وجود R روي α حقيقي مقادير با تابع

باشد. پيوسته µ اگر تنها و اگر مي كند، صدق (۲ .۱) رابطه ي در كه طوري به
را بحث كه آنجايي از مي كنيم. بيان را ريس قضيه ي از صورت چهار بودن، كامل بخاطر
مي شود. بررسي ريس قضيه ي از حالت سومين و اولين تنها مي كنيم محدود مثبت انتگرال هاي به
حدهاي مطالعه ي به متعلق حالت چهارمين براي پيوستگي نوع كه است ضروري نكته اين ذكر

است. مناسب ديه دونه۱-شوارتز ديدگاه از توپولوژيك برداري فضاهاي در استقرايي
1. Dieudonné
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سال در كه رياضيات از مباحثي و شدند پيشنهاد هادامارد۱ كار توسط كه پيشين قضاياي
توسط كه اثبات هايي شد. تابعي آناليز در اساسي ايده هاي در تحول سرچشمه ي شده مطرح ۱۹۰۰
و رادون۲ كار از بعد مي كند. بنا را مهمي گام يك شده ارائه ۱۹۰۹ سال در قضايا اين براي ريس
زيبا ترين كه كرد مشخص انتگرال گيري نظريه ي بنيان گذاري به نسبت تغيير يك گام اين ديگران،
كه ريس قضاياي واقيعت، يك عنوان به مي شود. مشا هده بور باكي و ويل كارتان، كارهاي در آنها
ديدگاه اصلي نقطه ي كه نيست حقايق اين بين تفاوتي هيچ كه مي دهد نشان كرديم، معر في قبلاً
صعودي كه α تابع با x تابع كردن جايگزين توسط ريمان انتگرال تعميم يا كنيم، دنبال را استيلتيس
α روي را خود توجه و گذاشته كنار را استيلتيس تعريف كه اين يا و است، كران دار تغيير با يا
كه طور همان بگيريم. نظر در را µ مثبت يا پيوسته خطي تابعك آن جاي به بلكه نكنيم، معطوف
روي مثبت انتگرال يك بنابراين مي شود. اثبات راحت تر و ساده تر دوم، ديدگاه كرديم، مشاهده
خطي تابعك يك عنوان به I روي انتگرال يك و C (I) روي مثبت خطي تابعك يك عنوان به I

مي گيريم. كار به نيز K (R) و R براي را مطالب اين شده اند؛ تعريف C (I) روي پيوسته

فشرده فضاهاي ۳ .۱
{Vi}i∈I گردايه ي .X ⊆ E يعني باشد، E توپولوژيك فضاي از زير مجمو عه  اي X كنيم فرض
باشيم داشته كه صورتي در ناميم، X براي باز پوشش يك را E باز زير مجمو عه هاي از
E براي باز پوشش يك گردايه اين ،E = ∪i{Vi} اگر كه كنيم توجه ويژه، به .X ⊆ ∪i{Vi}

باشد. متناهي I يعني آن انديس گذار مجموعه ي  اگر مي شود، ناميده متناهي پوشش يك است.
باز زيرپوشش يك {Vi}i∈I گردايه ي از {Vj}j∈J زيرگردايه ي I از J زير مجمو عه ي هر براي

باشد. X از باز پوشش يك اگر مي شود، ناميده X براي
متناهي زيرپوشش يك داراي E باز پوشش هر اگر ناميم، فشرده را E هاسدورف۳ فضاي
،E = ∪i{Vi} يعني باشد، E از دلخواه باز پوشش يك {Vi}i∈I هرگاه ديگر، عبارت به باشد؛
.E = Vi۱∪· · ·∪Vin كه طوري به باشند داشته وجود i۱, . . . , in ∈ I متناهي انديس هاي آن گاه

است. بورل۴-لبگ خاصيت داراي E هاسدورف فضاي كه مي كند بيان معمولاً مطلب اين
با X هرگاه ناميم، فشرده را E هاسدورف فضاي از X زير مجموعه ي  كلي تر، حالت
فشرده E از X زير مجموعه ي  كه مي شو د مشاهده بلافاصله باشد. فشرده شده القاء توپولوژي
متناهي زيرپوشش يك داراي E باز مجموعه هاي از X پوشش هر تنها اگر اگر و بود خواهد

باشد.
1. Hadamard

2. Radon

3. Hausdorff

4. Borel
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كلاسيك قضيه ي باشد. فشرده بستارش هرگاه ناميم، فشرده نسبتاً را E زير مجموعه ي 
زير مجموعه هاي Rn n−بعدي اقليدسي فضاي در كه مي كند تضمين بولتسانو-وايرشتراس۱
مجموعه هاي فقط فشرده، نسبتاً زير مجموعه هاي و كران دار و بسته مجموعه هاي همان فشرده،

هستند. كران  دار
واضح است. فشرده هاسدورف فضاي يك از متناهي زير مجموعه ي  هر كه است بديهي
زير مجموعه هاي براي عبارت اين است؛ فشرده فشرده، زير مجموعه هاي از متناهي اجتماع هر كه است

است. درست نيز فشرده نسبتاً

آن گاه باشند، E هاسدورف فضاي از مجزا فشرده ي زيرمجموعه ي  دو Y و X اگر .۱ .۳ .۱ گزاره
.Y ⊂W و X ⊂ V كه طوري به دارند وجود W و V مانند مجزا باز زير مجموعه ي  دو

است. درست مجزا نقطه ي دو براي گزاره است، هاسدورف فضا چون برهان.
فرض مي كنيم. ثابت باشد Y = {y} و دلخواه X كه حالتي براي را گزاره هم اكنون
مجموعه ي  دو است هاسدورف فضا چون .x ̸= y بنابراين باشد، X از دلخواهي نقطه ي x كنيم
كه است واضح .y ∈ Wy و x ∈ Vx كه طوري به دارند وجود Wy و Vx مانند مجزا باز
است، فشرده X كه اين از است. E باز مجموعه هاي از X باز پوشش يك {Vx}x∈X گردايه ي
مي دهيم قرار .X ⊂ Vx۱ ∪ · · · ∪ Vxn كه طوري به دارند وجود X از x۱, . . . , xn نقاط
مجموعه ي  دو W و V كه است واضح .W =Wx۱ ∩ · · · ∩Wxn و V = Vx۱ ∪ · · · ∪ Vxn

.y ∈W و X ⊂ V كه طوري به هستند مجزا باز
باشند دلخواه زير مجموعه ي  دو Y و X كه  حالتي براي گزاره كه مي دهيم نشان سرانجام
بنابراين، ببريد. كار به y Xو براي را قبلي حالت بگيريم، Y از دلخواهي عضو را y است. درست
بديهي .y ∈ Wy و X ⊂ Vy كه طوري به دارند وجود Wy و Vy مجزا باز زير مجموعه ي  دو
فشرده Y چون است. E باز مجموعه هاي از Y باز پوشش يك {Wy}y∈Y گردايه ي كه است
مي دهيم قرار .Y ⊂ Wy۱ ∪ . . .Wyp كه طوري به دارند وجود Y از y۱, . . . , yp نقاط است
دو W و V كه مي شود ديده سهولت به .W = Wy۱ ∪ . . .Wyp و V = Vy۱ ∩ . . . Vyp

.Y ⊂W و X ⊂ V كه هستند مجزا باز زير مجموعه ي 

است. بسته E هاسدورف فضاي از X فشرده ي زير مجموعه ي  .۲ .۳ .۱ گزاره
دو براي ۱ .۳ .۱ گزاره ي كارگيري به با باشد. E −X از دلخواهي نقطه ي y كنيم فرض برهان.
X كه طوري به مي آوريم دست به را y شامل W باز زيرمجموعه ي  ،Y = {y} و X مجموعه ي 

است. بسته X رو اين از هستند؛ مجزا W و

1. Bolzano­Weierstrass



۹ فشرده موضعاً فضا هاي روي انتگرال گيري

باشد. بسته اگر و تنها اگر است فشرده ،E فشرده ي فضاي از X زير مجموعه ي  .۳ .۳ .۱ گزاره

است بديهي باشد، X از باز پوششي {Vi}i گردايه ي اگر باشد. بسته X كنيم فرض ابتدا برهان.
كه آنجايي از .E ⊂ ∪i{Vi ∩XC} يعني، است، E از باز پوششي {Vi ∩XC}i گردايه ي كه
كه طوري به دارد وجود

{
{V۱ ∩XC}, . . . , {Vn ∩XC}

}
متناهي گردايه ي است فشرده E

است. فشرده X بنابراين ،E ⊂ ∪ni=۱{Vi ∩XC}

حكم بنابراين است. بسته X ،۲ .۳ .۱ گزاره ي بنابر باشد. فشرده X كنيم فرض بر عكس،
است. شده ثابت

فشرده، مجموعه ي  يك با بسته مجموعه ي  يك اشتراك هاسدورف فضاي يك در ويژه، به
علاوه است. فشرده فشرده، مجموعه هاي از ناتهي خانواده ي يك اشتراك بنابراين است. فشرده

است. فشرده نسبتاً نيز فشرده، نسبتاً مجموعه ي  يك از دلخواه زير مجموعه ي  يك اين، بر

آن گاه باشد، پيوسته نگاشت يك f : E → F و هاسدورف فضاي دو F و E اگر .۴ .۳ .۱ گزاره
است. F از فشرده  زير مجموعه ي  يك f(X) ،E از X فشرده ي زير مجموعه ي  هر براي

فشرده زير مجموعه اي پيوسته، تابع توسط فشرده زير مجموعه ي  هر تصوير ديگر، عبارت به )
است.)

نتيجه f پيوستگي طبق آن گاه باشد، f(X) از باز پوشش يك {Wi}i∈I كنيم فرض برهان.
داراي X كه مي دهد نتيجه X فشردگي است. X از باز پوشش يك {f−۱{Wi}

} كه مي گيريم
حقيقت اين است. متناهي زير پوشش يك داراي f(X) بنابراين است، متناهي زير پوشش يك

مي كند. ثابت را f(X) فشردگي

حقيقي مقادير با پيوسته تابعي f : E → R و فشرده فضاي يك E كنيم فرض .۵ .۳ .۱ نتيجه
دارد. اكسترمم و است كران دار f صورت اين در باشد،

f(E) رو اين از و است R از فشرده زير مجموعه ي  يك f(E) ،۴ .۳ .۱ گزاره ي طبق برهان.
كران دار زير مجموعه  يك f(E) چون اين، بر علاوه است. كران دار f بنابراين است. كران دار
به دارد وجود a ∈ R يك يعني، است، f(E) به متعلق f(E) اينفيموم لذا است، R از بسته و
E از نقطه يك در را خود مقدار مينيمم f بنابراين .f(a) ≦ f(x) ،x ∈ E هر براي كه طوري
اختيار E از نقطه اي در را خود مقدار ماكزيمم f كه كرد ثابت مي توان مشابه، روش به مي گيرد.

مي كند.

روي حقيقي مقادير با پيوسته تابع يك f اگر ( هاينه۱-بورل يكنواخت پيوستگي ) .۶ .۳ .۱ گزاره
1. Heine
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به دارد وجود E از {Vi}i متناهي باز پوشش ε > ۰ هر براي آن گاه باشد، E فشرده ي فضاي
.|f(x)− f(x′)| ≦ ε آن گاه ،x, x′ ∈ Vi ،i يك براي اگر كه طوري

آن گاه ،x ∈ Ut اگر كه طوري به دارد وجود t از Ut باز همسايگي آن گاه ،t ∈ E اگر برهان.
داريم: x, x′ ∈ Ut براي بنابراين .|f(x)− f(t)| ≦ ε/۲

|f(x)− f(x′)| ≦ |f(x)− f(t)|+ |f(x′)− f(t)| ≦ ε.

يك {Uti} كه طوري به كنيم پيدا مي توانيم را t۱, . . . , tn ∈ E اعداد است، فشرده E كه اين از
مي كند. كامل را اثبات اين .Vi = Uti مي دهيم قرار اكنون باشد. E از باز پوشش

فشرده موضعاً فضاهاي ۴ .۱
همسايگي يك حداقل E از x هر ازاي به هرگاه ناميم، فشرده موضعاً را E هاسدورف فضاي

.x ∈ U ⊆ E كه طوري به باشد داشته وجود U مانند فشرده ي
نقطه ي هر از فشرده همسايگي يك فضا خود چون است، فشرده موضعاً فشرده، فضاي هر
فشرده R اقليدسي فضاي مثال، عنوان به نيست. درست لزوماً آن عكس حال، اين با است. آن
[x−h, x+h] فشرده ي همسايگي R از x نقطه ي هر براي چون است، فشرده موضعاً اما نيست
Rn فضاي مشابه روش به x؛ ∈ [x− h, x+ h] ⊆ R كه طوري به دارد وجود h > ۰ آن در كه

نيست. فشرده اما است، فشرده موضعاً
باشد پيوسته فشرده ي موضعاً فضاي يك از فشرده زير مجموعه ي  هر روي كه تابع يك

نيست. پيوسته فضا كل روي لزوماً
اين در باشد. E فشرده ي موضعاً فضاي از فشرده اي زير مجموعه ي  X كنيم فرض .۱ .۴ .۱ گزاره
مي دهند. تشكيل مجموعه  اين همسايگي هاي براي پايه يك X فشرده ي همسايگي هاي صورت
دست از بدون كه مي گيريم نظر در را X از U همسايگي باشد. فشرده E كنيم فرض ابتدا برهان.
Y = ∁U و X مجموعه ي  دو براي را ۱ .۳ .۱ گزاره ي بگيريم. باز را U است ممكن كليت دادن
است. فشرده نيز Y است، E از بسته اي زير مجموعه ي  Y كه اين از كنيم توجه بگيريم. كار به
مي آوريم. دست به هستند Y و X شامل ترتيب به كه W و V مجزا باز زير مجموعه ي  دو بنابراين
اما .V ⊂ U نتيجه در و ∁W ⊂ U كه مي كنيم مشاهده ،V ⊂ ∁W و V ⊂ ∁W كه اين از
نيز V كه كنيم يادآوري است كافي لذا است. U مشمول كه است X از بسته همسايگي يك V

است. فشرده
براي مي دهيم. تعميم باشد فشرده موضعاً E كه زماني كلي حالت براي را قضيه اكنون هم
عضوي را x دارد. U مانند فشرده همسايگي يك حداقل X كه مي دهيم نشان ابتدا قضيه، اثبات




