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.1است دینی واجب یک ، کهملی یوظیفه تنها یک نه آموزیعلم و امروز کتابخوانی

 مقام معظم رهبری

های ارزیابی رشد، توسعه و پیشرفت فرهنگی هر هدر عصر حاضر یکی از شاخص
خوانی مردم آن مرز و بوم است. ایران کشوری میزان تولید کتاب، مطالعه و کتاب

با داشتن تمدنی چندهزارساله و مراکز متعدد علمی،  تاکنوناسلامی نیز از دیرباز 
های معتبر، علما و دانشمندان بزرگ با آثار ارزشمند تاریخی، سرآمد فرهنگی، کتابخانه

سان خورشیدی هفرهنگ و تمدن جهانی ب های دیگر بوده و در عرصهها و ملتدولت
چه کسی  .کندهنرنمایی می نهاد خویشدرخشد و با فرزندان نیکتابناک همچنان می

آور ایرانی همچون ابوعلی سینا، ابوریحان فرزانه و نامکه در دنیا با دانشمندان است 
 ،ای نظیر فردوسی، سعدیهمچنین شاعران برجستهبیرونی، فارابی، خوارزمی و ... 

مولوی، حافظ و ... آشنا نباشد و در مقابل عظمت آنها سر تعظیم فرود نیاورد. تمامی 
این افتخارات ارزشمند، برگرفته از میزان عشق و علاقه فراوان ملت ما به فراگیری علم 

 ،الهی های گوناگون است. به شکرانهو مطالعه منابع و کتاب نو دانش از طریق خواند
ولی اکنون در این زمینه در چه  .و پربار است درخشانتاریخ و گذشته ما، همیشه 
های فرهنگی در شده از سوی مجامع و سازمانو ارقام ارائهجایگاهی قرار داریم؟ آمار 

 باشد.هر ایرانی، برایمان چندان امیدوارکننده نمی مطالعه مورد سرانه
دانش و معرفت است و کتاب خوب، یکی  ای به سوی گسترهکتاب، دروازه

، عمر جهاندستاوردهای بشر در سراسر  هاز بهترین ابزارهای کمال بشری است. هم
ها پدید هایی است که انساننوشتهدر میان دستتا آنجا که قابل کتابت بوده است، 

های پیامبران به بشر، و تعالیم الهی، درس ،نظیربی آورند. در این مجموعهآورده و می
پذیر نیست. ها امکانهمچنین علوم مختلفی است که سعادت بشر بدون آگاهی از آن

ترین دستاورد از مهمشک بخش کتاب ارتباط ندارد بیو زندگی زیبا کسی که با دنیای
روشنی انسانی و نیز از بیشترین معارف الهی و بشری محروم است. با این دیدگاه، به

توان ارزش و مفهوم رمزی عمیق در این حقیقت تاریخی را دریافت که اولین می
و در اولین  «بخوان!«است که خطاب خداوند متعال به پیامبر گرامی اسلام)ص( این 

به تجلیل یاد  «قلم»الشأن خداوند، فرود آمده، نام عظیم ای که بر آن فرستادهسوره

1. https://farsi.khamenei.ir/message-content?id=2696 

سه



ْوَْرَبْ إ قْ » است:شده در اهمیت عنصر کتاب برای تکامل  «قَلَمباِل ْْرَمُ.ْإَلَّذیْعَلَّمَْاکَْ کَْإلْ رَإ 
از انسانی، همین بس که تمامی ادیان آسمانی و رجال بزرگ تاریخ بشری،  جامعه

 اند.طریق کتاب جاودانه مانده
شمول خود با هدف آموزش برای جغرافیایی ایران نور با گسترهپیام دانشگاه

محور در نظام آموزش عالی عنوان دانشگاهی کتاببه ،وقتجا و همههمه، همه
و خردورزی بخش عظیمی از جوانان سازی کشورمان، افتخار دارد جایگاه اندیشه

جویای علم این مرز و بوم باشد. تلاش فراوانی در ایام طولانی فعالیت این دانشگاه 
ظران برجسته نهای گرانقدر استادان و صاحبربهگیری از تجانجام پذیرفته تا با بهره

شاخص و خودآموز تولید شود. در آینده درسی ها و منابع آموزشی ن، کتابکشورما
این مهم با هدف ارتقای سطح علمی، روزآمدی و توجه بیشتر به نیازهای مخاطبان  هم،

طور قطع استفاده از نظرات استادان، نور با جدیت ادامه خواهد داشت. بهدانشگاه پیام
رسان مهم و خطیر یاری ا در انجام این وظیفهما ر ،نظران و دانشجویان محترمصاحب

های خود ما را در دخواهد بود. پیشاپیش از تمامی عزیزانی که با نقد، تصحیح و پیشنها
م. لازم است از تمامی ینمایرسانند، سپاسگزاری میخطیر یاری می انجام این وظیفه

و ما را در ازی خود دانسته سنور را منزلگه اندیشهاندیشمندانی که تاکنون دانشگاه پیام
اند، صمیمانه قدردانی گردد. موفقیت تولید کتاب و محتوای آموزشی درسی یاری نموده

ست.ا پژوهان عزیز آرزوی همیشگی ماو بهروزی تمامی دانشجویان و دانش

نوردانشگاه پیام
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تعالͬ باسمه

... قدم، بما والثناء الهم، ما علͬ الشͺر له و انعم، ما علͬ الحمدلʓه
رهنمون�مان دانش و علم طریق به و بخشید هستͬ�مان که را یͺتا پروردگار کران بی سپاس
روزی را معرفت و علم از چینͬ خوشه و نمود مفتخرمان دانش و علم رهروان همنشینͬ به و شد

ساخت. مان
پیش در است آمده کتاب این در آن از بخشͬ که بنده ساله دوازده تحقیقات نتایج امیدوارم
دانشجویان و بزرگوار اساتید استفاده مورد و شود واقع مفید دانشͽاه علمͬ و عالͬ اهداف برد

گیرد. قرار تکمیلͬ تحصیلات

نیͺوفر اسماعیل
نور پیام دانشͽاه



پیشͽفتار
این از وسیعͬ رده مͬ�کنند. ایفا مهندسͬ و علمͬ محاسبات در سزایی به نقش عملͽری توابع

بین گوناگونͬ روابط هستند. عملͽری محدب توابع همچنین و عملͽری یͺنوای توابع توابع،

کرد معرفͬ را عملͽری میانگین مفهوم آندو١ دارد. وجود عملͽری تحدب و عملͽری یͺنوایی

بررسͬ را عملͽری میانگین و عملͽری یͺنوای توابع بین ارتباط آندو همͺاری با کوبو٢ سپس و

عملͽری معادلات عملͽری، نامساوی�های در بنیادی نقش ͷی عملͽری میانگین نظریه کردند.

دارد. کوانتوم اطلاعات نظریه و

مͺانيك در نقشاساسͬ كه دارند وجود ماتريسͬ محدب توابع به�نام توابع از طيفوسيعͬ

دهه�ی در كرایوس۴ و لاونر٣ توسط و مͬ�كنند بازی كوانتمͬ اطلاعات نظريه�ی و كوانتمͬ آماری

بسياری رياضͬ�دانان توجه مورد توابع از وسيع طيف اين شده�اند. پايه�گذاری نوزده قرن سͬ�ام

معروف مثال�های جمله از است. گرفته قرار ديͽران و افراس٧ آندو، پدرسن۶، هانسن۵، مانند

eX تابع و مثبت) و مربع ماتريس يك دوم ريشه�ی (تابع
√
X تابع به مͬ�توان ماتريسͬ توابع از

و علمͬ محاسبات در را مهمͬ نقش که كرد اشاره مثبت) و مربع ماتريس يك از نمايی (تابع
مارچال٨ يافته�ی تعمیم منظر و كلاسيك منظر تابع افراس ادوارد به�تازگͬ مͬ�كنند. ايفا مهندسͬ

1. Ando
2. Kubo
3. Loewner
4. Kraus
5. Hansen
6. Pedersen
7. Effros
8. Maréchal

نه

به تقدیم

ریحانه دخترم و همسر



از بعضͬ و کرده مطرح اكيد١ مثبت و جابه�جايی ماتريس�های برای و ماتريسͬ حالت در را

اين جالب نتايج از است. داده تعميم ماتريسͬ حالت به را كلاسيك حالت در موجود خواص

ماتريس�های روی نسبی آنتروپی تابع بودن محدب مشترك اثبات� شدن ساده�تر به مͬ�توان تعميم

حالت در ليب تقعر قضیه توسيع و است روسͺای٣ و ليب٢ به منتسب كه اكيد مثبت و چͽالͬ

در ناجابه�جايی ماتريس�های برای مͬ�تواند افراس توسعه�ی و تعريف اما كرد. اشاره p+ q ≤ ١

سپس و دادیم توسعه ناجابه�جايی ماتريس�های برای را افراس تعريف [١٧] در شود. گرفته نظر

دادیم ارائه مارچال� ماتريسͬ يافته�ی تعمیم منظر تابع و ماتريسͬ منظر تابع برای جديدی تعاريف

دست به آن�ها بودن مقعر مشترك و توابع اين بودن محدب مشترك برای كافͬ و لازم شرايط و

وجود ولͬ داشت وجود عملͽری یͺنوای توابع برای گرچه شͺل، بدین شده ارائه مفهوم �آورديم.

در نیز موضوع اهمیت ثقل نقطه و بود نشده بحث عملͽری محدب توابع برای مفهومͬ چنین

[۵٩] در هندسͬ میانگین از جدیدی مفهوم ناجابه�جايی، منظر مفهوم از استفاده با است. همین

تحدب قضیه و آن توسیع و لیب تقعر قضیه برای کوتاهͬ اثبات ارائه اساس که کردیم معرفͬ

تحدب قضیه به را آن توسیع و لیب تقعر قضیه که یافتیم را شرایطͬ [۶١] در همچنین شد. آندو

نهایت در داد. تعمیم آندو تقعر قضیه به را آندو تحدب قضیه و آن تحدب�گونه توسیع و لیب

عملͽری نگاشت [٣۵] در هانسن .[٧٨] دادیم گسترش نیز متغیره چند حالت به را لیب قضیه

آن �از پس مͬ�باشد. دیویس۴ طیفͬ متغیره ͷی تابع ا�ز توسیعͬ که کرد معرفͬ را متغیره چند منظم

میانگین مفهوم آن ͷکم به و داد توسعه را متغیره چند منظم عملͽری نگاشت منظر مفهوم وی

ریاضͬ کاربردی و مهم مباحث از ͬͺی مفهوم این کرد. تعریف را متغیره چند عملͽری هندسͬ

ͬͺپزش برداری تصویر راداری، تصویربرداری مͺانیͷکوانتوم، در جمله از عملͬ کاربرد که است

دارد. مالͬ اطلاعات تحلیل و تجزیه و

شرایط و دادیم ارائه هانسن منظم نگاشت برای را متغیره چند یافته تعمیم منظر مفهوم ما

را اطلاعات یͺنوایی و کردیم بررسͬ را مفهوم این عملͽری (تقعر) تحدب برای کافͬ و لازم

منظر موضوع اهمیت به توجه با .[۶۶] آوردیم دست به شرایطͬ تحت جدید مفهوم این برای

1. strictly positive
2. Lieb
3. Ruskai
4. Davis

ده



تبیین به سوم و دوم فصل�های در کوانتومͬ اطلاعات نظریه در آن وسیع کاربردهای و عملͽری

شͺل به عملͽری آنتروپی�های یا عملͽری میانگین�های از بسیاری پرداخت. خواهیم موضوع این

شده�اند. شناخته مقدماتͬ توابع از مولد تابع با عملͽری منظر

از مختلف علوم در امروزه و شد مطرح ͷترمودینامی در اولین�بار برای آنتروپی مفهوم

بر علاوه آنتروپی مͬ�رود. به�کار محاسبات نظریه و اطلاعات نظریه� تا گرفته ͷفیزی و شیمͬ

برای آنتروپی از مثال، برای دارد. نیز مهمͬ کاربردهای مͬ�کند، ایفا اساسͬ مسائل در که نقشͬ

ظرفیت به مربوط فرمول�های در آن کنار در و مͬ�شود استفاده بخار موتورهای کارایی مطالعه�

مͬ�گیرد. قرار استفاده مورد نیز نوری فیبرهای داده�های انتقال

مطالعه� برای که آن رایج شͺل ͷی است. تعریف قابل مختلف روش�های به آنتروپی

آنتروپی این است. شانون٢ آنتروپی یا گیبس١ آنتروپی مͬ�شود، استفاده ͷکلاسی سیستم�های

مͬ�شود تعریف زیر صورت به� P احتمال توزیع برای

H(P ) =
∑
x

P (x) logP (x).

عملͽرهای برای فون�نویمان آنتروپی یافت. تعمیم فون�نویمان٣ آنتروپی به بعدها تعریف این

مͬ�شود تعریف زیر به�صورت (ͷی اثر با (عملͽر چͽالͬ

H(ρ) = −tr(ρ log ρ).

آن�ها که است شده آشͺار به�تازگͬ اما دارند وسیعͬ کاربردهای آنتروپی�ها نوع این که حالͬ در

این نیستند. مناسب سیستم�هاست، برخͬ عملͺرد به مربوط که مقادیری درست توصیف برای

بین از که گردد ارائه� آنتروپی مفهوم برای دیͽری، یافته تعمیم مفاهیم برخͬ که است شده موجب

نمود. اشاره اطلاعات طیف آنتروپی و صاف۴ آنتروپی به مͬ�توان آن�ها

شده�اند؛ معرفͬ مͬ�دهند، تعمیم را شانون آنتروپی که اندازه� سͬ بر بالغ اطلاعات نظریه� در

اطلاعات ریاضͬ امید میزان که شانون آنتروپی وزن�دار. و مثلثاتͬ پارامتری، آنتروپی�های نظیر

را متغیر ͷی با همراه قطعیت عدم که است کمیتͬ مͬ�کند، بیان را تصادفͬ متغیر ͷی در نهفته

1. Gibbs
2. Shannon
3. Von Neumann
4. smooth

یازده



اطلاعات میانگین از �برآورد ͷی نباشد معلوم تصادفͬ متغیر صورتͬ�که در بنابراین مͬ�گیرد. اندازه

مͬ�دهد. به�دست را رفته بین از

مختلفعلوم شاخه�های در عملͽری یا ماتریسͬ حالت به مفاهیم تعمیم اخیر سال�های در

کسب شایانͬ اهمیت کاربردی ریاضیات و کوانتومͬ اطلاعات نظریه� آمار، مهندسͬ، جمله� از

برای مͬ�شوند، ظاهر گوناگون شͺل�های در داده» «نقاط به�عنوان مثبت ماتریس�های �است. کرده

کوانتومͬ. اطلاعات در چͽالͬ ماتریس به�عنوان یا آمار در کوواریانس ماتریس به�عنوان مثال

نامساوی�های ناجابه�جایی حالت تعمیم عنوان به (عملͽری) ماتریسͬ نامساوی�های این�رو، از

مͬ�کنند. ایفا را به�سزایی نقش ماتریس�ها نوع این تحلیل در اسͺالری

نسبی عملͽری آنتروپی و تعمیم�یافته نسبی عملͽری آنتروپی نسبی، عملͽری آنتروپی

عملͽری آنتروپی پرداخت. خواهیم آن�ها به� که هستند عملͽری آنتروپی�های جمله از سالیس١
کام٣ͬ و فوج٢ͬ توسط ناجابه�جایی اطلاعات نظریه� در B و A اکید و مثبت عملͽرهای نسبی

است شده� تعریف زیر به�صورت [٢١]

S(A|B) = A
١
٢ log(A− ١

٢BA− ١
٢ )A

١
٢

بود. [۵٧] ناکامورا۴-اومͽاک۵ͬ نظر مد که است عملͽری آنتروپی از نسبی نسخه� که

توسط شانون آنتروپی Bیا Aو اکید مثبت عملͽرهای تعمیم�یافته نسبی عملͽری آنتروپی

است شده تعریف زیر شͺل به [٢٨] فوروتا۶

Sq(A|B) = A
١
٢ (A− ١

٢BA− ١
٢ )q log(A− ١

٢BA− ١
٢ )A

١
٢

سالیس نسبی عملͽری آنتروپی [٩١] در همͺارانش و یاناگ٧ͬ همچنین است. q ∈ R آن در که

کرده�اند تعریف زیر به�صورت را

Tλ(A|B) :=
A

١
٢ (A− ١

٢BA− ١
٢ )λA

١
٢ −A

λ

1. Tsallis
2. Fujii
3. Kamei
4. Nakamura
5. Umegaki
6. Furuta
7. Yanagi
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است. نسبی عملͽری آنتروپی از تعمیمͬ که

یانگ، نابرابری از عکس جهت در نابرابری�های و بهبود�ها از بهره�مندی با چهارم فصل در

تخمین هم نابرابری�ها این هدف و مͬ�آوریم به�دست نسبی عملͽری آنتروپی برای نابرابری�هایی

فصل در شده ارائه تفاضل از دیͽری نوع برای پنجم فصل در است. آن پایین و بالا کران�های

برای بیشتری عملͽری نابرابری�های یافتن به منجر نهایت در که یافت خواهیم کران�هایی چهارم،

و بالا کران�های ششم فصل در شد. خواهند وارون�پذیر مثبت عملͽر دو نسبی عملͽری آنتروپی

افزون مͬ�نماییم. مشخص عملͽری منظر مفهوم حسب بر سالیس عملͽری آنتروپی برای پایینͬ

وسیله بدان تا مͬ�یابیم تعمیم�یافته سالیس عملͽری آنتروپی برای پایینͬ و بالا کران�های این، �بر

کران�هایی هفتم، فصل در گردد. مشخص یافته تعمیم نسبی عملͽری آنتروپی برای کران�هایی

کران�های عبارتͬ به مͬ�کنیم. معین کلͬ حالت در تعمیم�یافته نسبی عملͽری آنتروپی برای را

گسترشخواهند مشخصͬ پارامتر به نسبت پنجم و چهارم فصل�های در آمده دست به تفاضل�های

در شد. خواهند زده تخمین تعمیم�یافته سالیس نسبی عملͽری آنتروپی کران�های به�ویژه، یافت.

منظر و سزار واگرایی بین ارتباط و مͬ�کنیم مطرح را سزار١ واگرایی مفهوم ابتدا هشتم فصل

از متنوعͬ مثال�های و شد بحث دوم فصل در که مͬ�کنیم مشخص را تابع به وابسته ͷکلاسی

مͬ�کنیم معرفͬ را سزار عملͽری واگرایی نگاشت سپس آورد. خواهیم را سزار واگرایی�های

به وابسته تعمیم�یافته نسبی عملͽری آنتروپی و سزار عملͽری واگرایی نگاشت بین ارتباط و

تابع به وابسته تعمیم�یافته نسبی عملͽری آنتروپی کران�های همچنین مͬ�کنیم. بررسͬ را تابع

در نامساوی مشهورترین لونر-هاینز٢ نامساوی که این به توجه با مͬ�آوریم. دست به را مشخص

فصل در است، عملͽری نامساوی�های تفسیر و اثبات برای مفیدی ابزار و بوده عملͽرها نظریه

مͬ�گردد. بررسͬ توابع برخͬ یافته� تعمیم منظر و منظر دیدگاه از لونر-هاینز نامساوی عکس نهم

مورد نسبی عملͽری آنتروپی و هندسͬ عملͽری میانگین برای هم�ارزی روابط برخͬ این، بر افزون

آنتروپی��های برخͬ کران�های یافتن برای دیͽری رویͺرد دهم فصل در گرفت. خواهد قرار بحث

کران�هایی یافته تعمیم هرمیت-آدامارد٣ نامساوی از استفاده با گرفت. پیشخواهیم در عملͽری

فصل هر پایان در هستند. شده پیدا کران�های با مقایسه در بهتری و تیزتز کران�های که مͬ�یابیم

1. Csiszár divergence
2. Heinz
3. Hermite-Hadamard

سیزده



کند. ͷکم مطالب فهم در خواننده به تا گردیده بندی جمع شده، ذکر مطالب از خلاصه�ای نیز

گرایش در محض ریاضͬ رشته تکمیلͬ تحصیلات دوره�های دانشجویان کتاب این از

کنند. استفاده تحصیلͬ نیمسال ͷی در مͬ�توانند عملͽرها نظریه یا و ریاضͬ آنالیز

نیͺوفر اسماعیل

نور پیام دانشͽاه

چهارده



اول فصل

اولیه مفاهیم

هیلبرت فضای ١-١

Hباشد. برداری فضای اسͺالر میدان F کنیم فرض

هیلبرت٢ فضای ،⟨·, ·⟩ داخل١ͬ ضرب همراه به F میدان روی H برداری فضای .(١) تعریف

القایی متر به Hنسبت هرگاه مͬ�شود نامیده

d(ξ, η) = ⟨ξ − η, ξ − η⟩
١
٢

و ξ, η, θ ∈ H هر برای داخلͬ ضرب این باشد. کامل متری فضای ͷی داخلͬ ضرب توسط

است زیر خواص دارای α, β ∈ F

،⟨αξ + βη, θ⟩ = α⟨ξ, θ⟩+ β⟨η, θ⟩ .١

،⟨ξ, αη + βθ⟩ = α⟨ξ, η⟩+ β⟨ξ, θ⟩ .٢

،⟨ξ, ξ⟩ ≥ ٠ .٣

1. inner product
2. Hilbert space



عملͽرها نظریه در منظر اهمیت ٢

،⟨ξ, η⟩ = ⟨η, ξ⟩ .۴

.ξ = ٠ آن�گاه ،⟨ξ, ξ⟩ = ٠ اگر .۵

فوق خواص در كه ⟨·, ·⟩ داخلͬ ضرب با همراه را F میدان روی H برداری فضای هر

مͬ�نامیم. داخل١ͬ ضرب فضای يك كند صدق

هر برای مͬ�کنیم. تعریف ∥ξ∥ = ⟨ξ, ξ⟩
١
٢ صورت به هیلبرتHرا فضای عضو هر نرم

کشͬ-شوارتز٢ نامساوی ،ξ, η ∈ H

|⟨ξ, η⟩|٢ ≤ ⟨ξ, ξ⟩⟨η, η⟩

است. برقرار

خطͬ نگاشت ͷی T : H → K باشند. هیلبرت فضای دو K و H کنیم فرض .(٢) تعریف

باشیم داشته α١, α٢ ∈ F و h١, h٢ ∈ H هر برای هرگاه است

T (α١h١ + α٢h٢) = α١T (h١) + α٢T (h٢).

همه مجموعه و مͬ�گوییم K توی هیلبرتHبه فضای از خطͬ عملͽر ͷی را T صورت این در

مͬ�دهیم. نمایش B(H,K) نماد با را K توی Hبه از کران�دار خطͬ عملͽرهای

B ∈ B(K,H) یͺتای عملͽر صورت این در .A ∈ B(H,K) کنیم فرض .(٣) تعریف

نمایش A∗ به�صورت و نامیده A الحاقͬ را �کند صدق ⟨Ah, k⟩ = ⟨h,Bk⟩ تساوی در که

داریم k ∈ K و h ∈ H هر برای حقیقت، در مͬ�دهیم.

⟨Ah, k⟩ = ⟨h,A∗k⟩.

مͬ�نامیم. هرمیتͬ یا خودالحاق٣ را A عملͽر ،A = A∗ هرگاه .(۴) تعریف

مثبت۴ عملͽر را A ،⟨Ah, h⟩ ≥ ٠ ،٠ ̸= h ∈ H هر برای که صورتͬ در .(۵) تعریف

را A ،⟨Ah, h⟩ > ٠ ،٠ ̸= h ∈ H هر برای که صورتͬ در .A ≥ ٠ مͬ�نویسیم و مͬ�نامیم

.A > ٠ مͬ�نویسیم و مͬ�نامیم اکید۵ مثبت عملͽر
1. inner product space
2. Cauchy-Schwartz inequality
3. self-adjoint
4. positive operator
5. strictly positive operator



٣ اولیه مفاهیم

T − λI که است λ مانند اسͺالرهایی همه مجموعه ،T ∈ B(H) عملͽر طیف .(۶) تعریف

دیͽر عبارت به نباشد. معکوس�پذیر

σ(T ) = {λ ∈ F : T − λI نباشد {معکوس�پذیر

T عملͽر طیف اعضای قدرمطلق سوپریمم Hاست. برداری فضای اسͺالر میدان F آن در که

یعنͬ مͬ�دهیم، نشان r(T ) با و مͬ�نامیم طیفͬ شعاع را

r(T ) = sup {|λ| : λ ∈ σ(T )} .

و ⟨·, ·⟩ داخلͬ ضرب با همراه متناهͬ بعد با هیلبرت فضای ͷی H کنیم فرض .(٧) تعریف

ͷی عدد برابر آن ١ اثر و مثبت Aعملͽری هرگاه Hباشد. روی خطͬ عملͽرهای فضای L(H)

است. چͽال٢ͬ ماتریس A مͬ�گوییم باشد،

باشند. m و n ابعاد با ترتیب به هیلبرت فضای دو H٢ و H١ کنیم فرض [۶] .(٨) تعریف

نگاشت مͬ�دهیم نشان Tr٢ با که جزیی٣ اثر باشد. آن�ها تانسوری H١ضرب ⊗H٢ فرضکنیم

مͬ�شود تعریف زیر صورت به که است L(H١) توی به L(H١ ⊗H٢) از خطͬ

.A ∈ L(H١ ⊗H٢) و باشد H٢ برای یͺه متعامد پایه ͷی {e١, ..., em} کنیم فرض

هر برای زیر رابطه با H١ روی که است A١ خطͬ عملͽر Tr٢A جزیی اثر صورت این در

مͬ�شود تعریف x, y ∈ H١

⟨x,A١y⟩ =
m∑
j=١

⟨x⊗ ej , A(y ⊗ ej)⟩.

متعامد پایه انتخاب از مستقل یعنͬ است، تعریف A١خوش که مͬ�شود بررسͬ راحتͬ به

عملͽر ͷی که است تعریف قابل A٢ = Tr١A جزیی اثر مشابه روش به همچنین است. یͺه

H٢است. روی خطͬ

چͽالͬ ماتریس A اگر و مثبت�اند نیز آن جزیی اثرهای آن�گاه باشد، مثبت عملͽر A اگر

نامیده تجزیه�پذیر H١ ⊗ H٢ روی A عملͽر چͽالͬ�اند. ماتریس نیز A٢ و A١ آن�گاه باشد،

به عملͽرهایی A٢ و A١ آن در که باشد تجزیه قابل A = A١ ⊗ A٢ شͺل به هرگاه مͬ�شود

1. Trace
2. density matrix
3. partial trace



عملͽرها نظریه در منظر اهمیت ۴

تانسوری ضرب آن�گاه باشند، چͽالͬ ماتریس�های A٢ و A١ اگر H٢هستند. H١و روی ترتیب

.[۶] است چͽالͬ ماتریس نیز A = A١ ⊗A٢ آن�ها

باناخ جبر ١-٢

مͬ�پردازیم. ∗-حلقه�ها١ مورد در نیاز مورد اولیه مفاهیم و تعاریف بیان به ابتدا بخش این در

در حلقه�های همه است. [۴] ٢ بربریان از بئر کتاب∗-حلقه�های بخش، این مطالب اصلͬ مأخذ

هستند. یͺدار و شرکت�پذیر شده گرفته نظر

گوییم ٣ برگشت ͷی Rرا روی x 7→ x∗ نگاشت باشد. حلقه ͷیR فرضكنيم تعریف(٩).

باشند برقرار زیر روابط ،R در y و x هر ازای به هرگاه

،(x∗)∗ = x .١

،(x+ y)∗ = x∗ + y∗ .٢

.(xy)∗ = y∗x∗ .٣

یͷ∗-حلقه یͷبرگشترویRاست، ،∗ و Rیͷحلقه آن در که (R, زوج(∗ تعریف(١٠).

مͬ�شود. نامیده

هرگاه مͬ�نامیم تصویر ͷی Rرا ∗-حلقه در p عضو .(١١) تعریف

p = p∗ = p٢.

هرگاه مͬ�نامیم یͺان۴ͬ Rرا ∗-حلقه در u عضو .(١٢) تعریف

u∗u = uu∗ = ١R.

R در xn و . . . ،x١ اعضای برای هرگاه گوییم مثبت Rرا ∗-حلقه در a عضو .(١٣) تعریف

باشیم داشته

a = x∗١x١ + . . .+ x∗nxn.

1. *-rings
2. Berberian
3. involution
4. unitary



۵ اولیه مفاهیم

مͬ�دهیم. +Rنشان با مثبتRرا اعضای همه مجموعه و a ≥ ٠ با را مثبت عضو

هر برای و دارد هم برداری فضای ساختار كه گرفت خواهیم نظر در حلقه يك را A جبر

داريم a, b ∈ A و α ∈ F

α(ab) = (αa)b = a(αb).

آن به نسبت که است ∥ · ∥ نرم با همراه F میدان روی A جبر ،A باناخ١ جبر .(١۴) تعریف

مͬ�کند صدق هم زیر زیرضربی خاصیت در a, b ∈ A هر برای و است باناخ فضای يك A

∥ab∥ ≤ ∥a∥∥b∥.

به توجه با زیرا بͽیریم. نظر در ∥e∥ = ١ توانیم مͬ آن�گاه باشد، A همان٢ͬ عضو e اگر

که طوری به دارد وجود A روی ∥ · ∥٠ نرم [٨۶] از ٣.١.١ گزاره

است، معادل ∥ · ∥ اصلͬ نرم با ∥ · ∥٠ جدید نرم .١

است، باناخ جبر (A, ∥ · ∥٠) .٢

.∥e∥٠ = ١ .٣

ساختار ͷی تعریف با نباشد یͺدار A که صورتͬ در داد. خواهیم نشان ١ با را A همانͬ عضو

طول�پا یͺریختͬ ͷیA١ Aدر نشاندن A١و = A
⊕

C مستقیم جمع روی مناسب باناخ جبر

تحت .(٣.١.٧ گزاره ،[٨]) مͬ�شود برقرار ٠⊕ ١ همانͬ عضو A١با یͺدار باناخ جبر Aو بین

اعضای برای طیف٣ و معکوس تعریف کار این با A١است. Aایده�آل باناخ جبر یͺریختͬ، این

هرگاه مͬ�شود ناميده منظم۴ x عضو S گروه نيم در شد. خواهد ممͺن یͺدار غیر باناخ جبرهای

مͬ�نامند. وارون۵ شبه را z عضو صورت اين در .xzx = x كه طوری به باشد موجود z ∈ S

1. Banach algebra
2. identity element
3. spectrum
4. regular
5. pseudo inverse



عملͽرها نظریه در منظر اهمیت ۶

∗C−جبر ١-٣

هیلبرت یͷفضای روی عملͽرها نظریه با که هستند باناخ جبرهای از حالتخاصͬ ∗C-جبرها١

فضای ͷی روی کراندار عملͽرهای از زیر�جبری با ∗C-جبر هر ویژه به دارند. ͬͺنزدی ارتباط

است. یͺریخت هیلبرت

مختلط اعداد میدان روی باناخ جبر ساختار كه است ∗-حلقه�ای ،A ∗C-جبر .(١۵) تعریف

داریم α ∈ C و a ∈ A هر برای و دارد

∥a∗a∥ = ∥a∥٢,

(αa)∗ = αa∗.

گزاره به توجه با زیرا است. ∗C-جبر ͷی B(H) آن�گاه باشد، هیلبرت Hفضای اگر مثال برای

هر برای ،[٨] از ٧.٢.٢ گزاره طبق و است برگشت تابع ͷی عملͽر ͷی الحاقͬ ،[٨] از ۶.٢.٢

.∥a∗a∥ = ∥a∥٢ داریم a ∈ B(H)

مͬ�گیریم. نظر در یͺانͬ ∗C-جبر را A بعدی قضایای و تعاریف در

هرگاه است جبری همریختͬ يك ρ : A −→ B ∗-همریختͬ باشد، ∗C-جبر ͷی B اگر

،a ∈ A هر برای

ρ(a∗) = ρ(a)∗

هرگاه طول�پاست و

∥ρ(a)∥ = ∥a∥.

طول�پاست. ͷی به ͷی ∗-همریختͬ هر ،[٨] از ٨.۴.٨ قضیه اساس بر

صورت این در .a ∈ A کنیم فرض .١-١ گزاره

،(a∗)−١ = (a−١)∗ و است پذیر معکوس a∗ آن�گاه باشد، پذیر وارون a اگر .١

،∥u∥ = ١ آن�گاه باشد، A یͺانͬ عضو u اگر .٢

1. C∗−algebras



٧ اولیه مفاهیم

،∥ρ(a)∥ ≤ ∥a∥ آن�گاه باشد، ∗-همریختͬ ρ : A −→ B و باشد ∗C−جبر B اگر .٣

.∥a∥ = r(a) آن�گاه ،a = a∗ اگر .۴

� .١١.١.٨ گزاره ،[٨] برهان:

∗-همریختͬ هر که است این فوق گزاره سوم قسمت از کاربردی و مهم بسیار نتیجه ͷی

است. پیوسته

نرمال را عضو این و a = a∗ هرگاه گوییم خودالحاق یا هرمیتͬ را a ∈ A عضو تعریف(١۶).

نرمال خودالحاق، عضو هر تعریف این طبق است واضح .aa∗ = a∗a که صورتͬ در نامیم

و باشد هرمیتͬ a هرگاه گويیم مثبت١ را a ∈ A همچنین نیست. برقرار آن عکس ولͬ است

A مثبت اعضای مجموعه و a ≥ ٠ مͬ�نویسیم باشد مثبت a که صورتͬ در .σ(a) ⊆ [٠,∞]

مͬ�دهیم. نشان A+ با را

هرگاه a ≤ b مͬ�گوییم صورت این در باشند. هرمیتͬ عضو دو a, b ∈ A کنیم فرض

b ∈ A+ یͺتای عضو ،n ≥ ١ و a ∈ A+ هر برای ،[٨] از ۵.٣.٨ گزاره بر بنا .b−a ∈ A+

نشان b = a
١
n با و مͬ�نامیم a ام٢ n ریشه را b آن در که a = bn که طوری به دارد وجود

مͬ�شود. تعریف |x| = (x∗x)
١
٢ صورت به x ∈ B(H) عملͽر مطلق قدر مͬ�دهیم.

هم�ارزند. زیر گزاره�های آن�گاه ،a ∈ A اگر .١-٢ گزاره

،a ≥ ٠ .١

،a = b٢ و b = b∗ که طوری به دارد وجود b ∈ A عضو .٢

.a = t∗t که طوری به دارد وجود t ∈ A عضو .٣

� کنید. مراجعه ۶.٣.٨ قضیه اثبات [٨] منبع به اثبات برای برهان:

1. positive
2. nth root




