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.1است دینی واجب یک ، کهملی یوظیفه تنها یک نه آموزیعلم و امروز کتابخوانی

 مقام معظم رهبری

های ارزیابی رشد، توسعه و پیشرفت فرهنگی هر هدر عصر حاضر یکی از شاخص
خوانی مردم آن مرز و بوم است. ایران کشوری میزان تولید کتاب، مطالعه و کتاب

با داشتن تمدنی چندهزارساله و مراکز متعدد علمی،  تاکنوناسلامی نیز از دیرباز 
های معتبر، علما و دانشمندان بزرگ با آثار ارزشمند تاریخی، سرآمد فرهنگی، کتابخانه

سان خورشیدی هفرهنگ و تمدن جهانی ب های دیگر بوده و در عرصهها و ملتدولت
چه کسی  .کندهنرنمایی می نهاد خویشدرخشد و با فرزندان نیکتابناک همچنان می

آور ایرانی همچون ابوعلی سینا، ابوریحان فرزانه و نامکه در دنیا با دانشمندان است 
 ،ای نظیر فردوسی، سعدیهمچنین شاعران برجستهبیرونی، فارابی، خوارزمی و ... 

مولوی، حافظ و ... آشنا نباشد و در مقابل عظمت آنها سر تعظیم فرود نیاورد. تمامی 
این افتخارات ارزشمند، برگرفته از میزان عشق و علاقه فراوان ملت ما به فراگیری علم 

 ،الهی های گوناگون است. به شکرانهو مطالعه منابع و کتاب نو دانش از طریق خواند
ولی اکنون در این زمینه در چه  .و پربار است درخشانتاریخ و گذشته ما، همیشه 
های فرهنگی در شده از سوی مجامع و سازمانو ارقام ارائهجایگاهی قرار داریم؟ آمار 

 باشد.هر ایرانی، برایمان چندان امیدوارکننده نمی مطالعه مورد سرانه
دانش و معرفت است و کتاب خوب، یکی  ای به سوی گسترهکتاب، دروازه

، عمر جهاندستاوردهای بشر در سراسر  هاز بهترین ابزارهای کمال بشری است. هم
ها پدید هایی است که انساننوشتهدر میان دستتا آنجا که قابل کتابت بوده است، 

های پیامبران به بشر، و تعالیم الهی، درس ،نظیربی آورند. در این مجموعهآورده و می
پذیر نیست. ها امکانهمچنین علوم مختلفی است که سعادت بشر بدون آگاهی از آن

ترین دستاورد از مهمشک بخش کتاب ارتباط ندارد بیو زندگی زیبا کسی که با دنیای
روشنی انسانی و نیز از بیشترین معارف الهی و بشری محروم است. با این دیدگاه، به

توان ارزش و مفهوم رمزی عمیق در این حقیقت تاریخی را دریافت که اولین می
و در اولین  «بخوان!«است که خطاب خداوند متعال به پیامبر گرامی اسلام)ص( این 

به تجلیل یاد  «قلم»الشأن خداوند، فرود آمده، نام عظیم ای که بر آن فرستادهسوره

1. https://farsi.khamenei.ir/message-content?id=2696 

سه



ْوَْرَبْ إ قْ » است:شده در اهمیت عنصر کتاب برای تکامل  «قَلَمباِل ْْرَمُ.ْإَلَّذیْعَلَّمَْاکَْ کَْإلْ رَإ 
از انسانی، همین بس که تمامی ادیان آسمانی و رجال بزرگ تاریخ بشری،  جامعه

 اند.طریق کتاب جاودانه مانده
شمول خود با هدف آموزش برای جغرافیایی ایران نور با گسترهپیام دانشگاه

محور در نظام آموزش عالی عنوان دانشگاهی کتاببه ،وقتجا و همههمه، همه
و خردورزی بخش عظیمی از جوانان سازی کشورمان، افتخار دارد جایگاه اندیشه

جویای علم این مرز و بوم باشد. تلاش فراوانی در ایام طولانی فعالیت این دانشگاه 
ظران برجسته نهای گرانقدر استادان و صاحبربهگیری از تجانجام پذیرفته تا با بهره

شاخص و خودآموز تولید شود. در آینده درسی ها و منابع آموزشی ن، کتابکشورما
این مهم با هدف ارتقای سطح علمی، روزآمدی و توجه بیشتر به نیازهای مخاطبان  هم،

طور قطع استفاده از نظرات استادان، نور با جدیت ادامه خواهد داشت. بهدانشگاه پیام
رسان مهم و خطیر یاری ا در انجام این وظیفهما ر ،نظران و دانشجویان محترمصاحب

های خود ما را در دخواهد بود. پیشاپیش از تمامی عزیزانی که با نقد، تصحیح و پیشنها
م. لازم است از تمامی ینمایرسانند، سپاسگزاری میخطیر یاری می انجام این وظیفه

و ما را در ازی خود دانسته سنور را منزلگه اندیشهاندیشمندانی که تاکنون دانشگاه پیام
اند، صمیمانه قدردانی گردد. موفقیت تولید کتاب و محتوای آموزشی درسی یاری نموده

ست.ا پژوهان عزیز آرزوی همیشگی ماو بهروزی تمامی دانشجویان و دانش

نوردانشگاه پیام

چهار
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 پیطگفتار
 ٔٙظٛض ثٝ ط٥ٜچٙسٔشغ ٢ٞب غ٤سٛظ ؾبذز آٔبض، ٚ احشٕبَ ٤ٝ٘ظط زض ٟٔٓ ٔجبحث اظ ٣ى٤
آٔبضزا٘بٖ سٛخٝ ٔٛضز طثبظ٤ز اظ وٝ ٣ٔٛيٛػ اؾز؛ طٞب٥ٔشغ ب٥ٖٔ ٣ٚاثؿشٍ ٥ُسحّ ٚ ب٥ٖث

 ٤ٗا زض ٤ٗ٘ٛ ٚ ٔؤثط ٢ٞب ضٚـ اظ ٣ى٤ ط،٥اذ ٢ٞب ؾبَ زض. اؾز ٌطفشٝ لطاض ٢بض٥ثؿ
 ٥ّ٣سحّ نٛضر ثٝ ثبضٗ ٥٘رؿش ٔفهُ ٔفْٟٛ. اؾز ثٛزٜ ٔفهُ سٛاثغ اظ اؾشفبزٜ ٙٝ،٥ظٔ

 غ٤سٛظ سٛاثغ ب٥ٖٔ اضسجبٌ وٝ قس ُٔطح ٢اٝ ٥لً لبِت زض( 1959اؾىلاض ) سٛؾٍ
سٛأْ  غ٤سٛظ ٞط ٝ،٥لً ٤ٗا ثطاؾبؼ. وطز ٣ٔ ٥٥ٗسج ضا ط٥ٜچٙسٔشغ غ٤سٛظ سٛاثغ ٚ ٢ثؼس سه

 ١ٛؾش٥د ٢اٝ ٥حبق ٢ٞب غ٤سٛظ ٚ ٔفهُ ه٤ اظ اؾشفبزٜ ثب ٣٤ىشب٤ نٛضر ثٝ سٛاٖ ٣ٔ ضا
 ب٥ٖٔ ٣ٚاثؿشٍ ؾبذشبض وٝ ؾبظ٘س ٣ٔ فطاٞٓ ضا أىبٖ ٤ٗا ٔفهُ سٛاثغ. وطز ب٥ٖث ٔشٙبظط

 ػجبضر ثٝ؛ قٛز ف٥سٛن ٢اٝ ٥حبق ٢ٞب غ٤سٛظ اظ ٔؿشمُ ٔسَ ه٤ نٛضر ثٝ طٞب٥ٔشغ
 ت،٥سطسٗ ٤ثس ٚ وٙس ٣ٔ خسا ٢اٝ ٥حبق ٢ٞب غ٤سٛظ اظ ضا طٞب٥ٔشغ ٣ٚاثؿشٍ ٔفهُ، ٍط،٤ز

دػٚٞكٍطاٖ بض٥اذش زض طٞب٥ٔشغ ٥ٗث اضسجبٌ قسر ٚ ٘ٛع ٢ؾبظ ٔسَ ٢ثطا ٢لسضسٕٙس اثعاض
 .زٞس ٣ٔ لطاض

 حبنُ ٔفهُ سٛاثغ وبضثطز ٚ ٤ٝ٘ظط زض ٢ط٥چكٍٕ ٢ٞب كطفز٥د ط،٥اذ ٢ٞب زٞٝ زض
 ٞب آٖ ٣٤سٛا٘ب ؾجت ثٝ ثّىٝ ثٛزٖ، ٢٘بدبضأشط ٣ػ٤ٌٚ ٥ُزِ ثٝ سٟٙب ٘ٝ سٛاثغ ٤ٗا. اؾز قسٜ

 ٔسضٖ آٔبض زض ٢ا ػ٤ٜٚ ٍب٤ٜخب ،٣سهبزف ٢طٞب٥ٔشغ ب٥ٖٔ ٣ٚاثؿشٍ ؾبذشبض ك٥زل ب٥ٖث زض
 اظ ٢بض٥ثؿ وٝ ا٘س زازٜ ٘كبٖ ضٚظ ٢ٞب ٢فٙبٚض ٚ س٤خس ػّْٛ ٍط،٤ز ٢ؾٛ اظ. ا٘س وطزٜ سا٥د

٥ٗچٙ زض. زاز ح٥سٛي ػٛأُ ب٥ٖٔ اؾشملاَ فطو ثب سٛاٖ ٣ٕ٘ ضا ٣ؼ٥َج ٢ٞب س٤ٜدس

هشت



نه

لاظْ زاضز، ٚخٛز ٣ٚاثؿشٍ ٞب آٖ ٢طٞب٥ٔشغ ب٥ٖٔ وٝ ٣٤ٞب س٤ٜدس ٥ُسحّ ٢ثطا ،٤ُ٣قطا
 ٤ٗا زض. طز٥ٌ لطاض اؾشفبزٜ ٔٛضز ٣ٚاثؿشٍ ٢ؾبظ ٔسَ ٚ ٢ط٥ٌ ا٘ساظٜ ٢ثطا ٣٤اثعاضٞب اؾز

 ضا ٣ٚاثؿشٍ ؾبذشبض سٛا٘ٙس ٣ٔٞب  ٔفهُ طا٤ظ زاض٘س؛ ٣اؾبؾ ٘مف ٔفهُ سٛاثغ بٖ،٥ٔ
 ف٥سٛن ضا طٞب٥ٔشغ ب٥ٖٔ ضٚاثٍ آٖ، ٤١دب ثط ٚ زٞٙس ف٤ٕ٘ب ك٥زل ٔسَ ه٤ نٛضر ثٝ

 زض وٝ چطا زاض٘س، ٢ا ٌؿشطزٜ وبضثطز ع٥٘ ؿه٤ض ؾٙدف ٚ ٣ٔبِ ٔؿبئُ زض ٗ،٥ٕٞچٙ. وٙٙس
 ٘مف ؿه٤ض ٥ُسحّ ٚ ثطآٚضز زض طٞب٥ٔشغ ب٥ٖٔ ٣ٚاثؿشٍ ؾبذشبض قٙبذز ٞب، حٛظٜ ٤ٗا

 .وٙس ٣ٔ فب٤ا ٢ا وٙٙسٜٗ ٥٥سؼ
٣ ٚاثؿشٍ ٢ؾبظ ٔسَ ٚ ٔفهُ ٤١٘ظط ثط اؾز ٢ا ٔمسٔٝ حبيط وشبة اؾبؼ، ٥ٕٗٞ ثط

 ؾبزٜ ٣ب٥٘ث ثب ٣ٚاثؿشٍ ٢ٞب ا٘ساظٜ ٚ ٣انّ ٢ٞبٝ ٤٘ظط ٗ،٤بز٥ثٙ ٥ٓٔفبٞ آٖ زض وٝ ثبقس ٣ٔ
 قسٜ سلاـ اثط، ٤ٗا زض. ا٘س قسٜ ح٤سكط ٔشٙٛع ٢ٞبٗ ٤سٕط ٚ ٞب ٔثبَ ثب ٕٞطاٜ ضٚقٗ، ٚ

 وبضثطز ٚ زضن ٢ثطا ٔٙبؾت ٢ثؿشط دػٚٞكٍطاٖ، س٤خس ٢ٞب بفش٤ٝ ٣ٔؼطف يٕٗ اؾز
.قٛز فطاٞٓ ٣ػّٕ ٔرشّف ٢ٞب ٥ٝٙظٔ زض ٔفهُ سٛاثغ
و٥ّٝ  ب٤ٖزا٘كدٛ ٣٤آقٙب خٟز زض ٔؤثط أب وٛچه ٣ٌبٔ وشبة ٤ٗا وٝ اؾز س٥أ

 ؾبظ ٥ٝٙظٔ ٚ ثبقس ٔفهُ سٛاثغ وبضثطز ٚ ٤ٝ٘ظط ثب دػٚٞكٍطاٖ ٚ ٔمبَغ سحه٣ّ٥
.ٌطزز حٛظٜ ٤ٗا زض سط ٌؿشطزٜ مبر٥سحم

سادُ حکین تکزی
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فصل اٍل

)پیَستِ( هزٍری تز هتغیز تصادفی

 ّذف کلی
ٞب٢  ٔشغ٥ط سهبزف٣ د٥ٛؾشٝ ٚ سٛظ٤غ ٢ٞب ٣ػ٢ٚ٤ٌ ثط ٔفب٥ٞٓ ٔطٚض ا٤ٗ فهُ،ٞسف و٣ّ 

ٔٙظٛض زضن ٔفب٥ٞٓ ث٥ٙبز٢ احشٕبَ زض حبِز د٥ٛؾشٝ ٚ ٤بز٥ٌط٢ ٘حٜٛ  ثٝ، احشٕبَ
.زٞب٢ سهبزف٣ اؾ ؾبظ٢ ٚ سح٥ُّ دس٤سٜ ٔسَ

ّای یادگیزی ّذف
ضٚز فطا٥ٌط دؽ اظ ُٔبِؼٝ ا٤ٗ فهُ ثشٛا٘س ثٝ ؾؤالار ظ٤ط دبؾد زٞس. ا٘شظبض ٣ٔ

.قٛز چٍٛ٘ٝ سؼط٤ف ٣ٔ چ٥ؿز ٚ ٣سهبزف ط٥ٔشغ. 1
.ا٘س وساْ ٣سهبزف ط٥ٔشغ ه٤ ٢ٞب ٣ػ٤ٌٚ. 2
.زاضز ٣ٟٕٔ بر٥ذهٛن چٝ ٚ ؿز٥چ احشٕبَ غ٤سٛظ سبثغ. 3
.زاضز ٣٤ٞب ٣ػ٤ٌٚ چٝ ٚ ؿز٥چسٛأْ  احشٕبَ غ٤سٛظ سبثغ. 4
 .ٞؿشٙس ٔؿشمُ ٍط٤ىس٤ اظ ٣سهبزف ط٥ٔشغ زٚ ٤ُ٣قطا چٝ زض. 5
 ٛؾش٥ٝد ٢ٞب غ٤سٛظزض  ٢آٔبض ٢ٞب ٣ػ٤ٌٚ ط٤ؾب ٚ ب٘ؽ٤ٚاض ٗ،٥ب٥ٍ٘ٔ ٔحبؾجٝ ٘حٜٛ .6

.چٍٛ٘ٝ اؾز

 هقذهِ
سط٤ٗ ٚ دطوبضثطزسط٤ٗ ٔفب٥ٞٓ اؾز  ٤ى٣ اظ اؾبؾ٣ تصادفی هتغیززض ز٥٘ب٢ آٔبض ٚ احشٕبَ، 
زٞس. ٤ه ٔشغ٥ط سهبزف٣ زض ٚالغ سبثؼ٣  ٞب٢ آٔبض٢ ضا سكى٥ُ ٣ٔ وٝ دب٤ٝ ثؿ٥بض٢ اظ سح٥ُّ

زٞس. ثٝ  سهبزف٣ ضا ثٝ ٤ه ٔمساض ػسز٢ ٘ؿجز ٣ٔاؾز وٝ ٞط ٘ش٥دٝ ٕٔىٗ اظ ٤ه آظٔب٤ف 
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سط، ٔشغ٥ط سهبزف٣ ضا٣ٞ ثطا٢ و٣ٕ وطزٖ ٘شب٤ح غ٥طلُؼ٣ ٚ سهبزف٣ اؾز وٝ زض  ث٥بٖ ؾبزٜ
و٥ٙٓ. ا٥ٕٞز ا٤ٗ ٔفْٟٛ زض آٔبض ثٝ حس٢ اؾز وٝ ثسٖٚ زضن  ٞب٢ ٔرشّف ٔكبٞسٜ ٣ٔ دس٤سٜ

وبض ثطز. ٞط  ضا ف٥ٕٟس ٤ب ثٝٞب٢ د٥كطفشٝ سح٥ُّ زازٜ  سٛاٖ ثؿ٥بض٢ اظ ضٚـ نح٥ح آٖ، ٣ٕ٘
قٛز. سٛظ٤غ احشٕبَ زض ٚالغ  َٛض وبُٔ ٔكرم ٣ٔ ٔشغ٥ط سهبزف٣ ثب سٛظ٤غ احشٕبَ آٖ ثٝ

زٞس چٝ ٔمبز٤ط٢ ثب چٝ احشٕبلاس٣  سٛن٥ف٣ ض٤بي٣ اظ ضفشبض احشٕب٣ِ ٔشغ٥ط اؾز وٝ ٘كبٖ ٣ٔ
ٔشغ٥ط  ٞب٢ ٣ٔفب٥ٞٓ ٚ ٤ػٌ اخٕب٣ِ اظ، ثٝ ثطضؾ٣ فهُزض ا٤ٗ زض ا٤ٗ ضاؾشب،  .زٞٙس ضخ ٣ٔ

زضن ٔفب٥ٞٓ ث٥ٙبز٢ احشٕبَ زض حبِز  ، ثٝ ٔٙظٛضٞب٢ احشٕبَ سهبزف٣ د٥ٛؾشٝ ٚ سٛظ٤غ
 .زٞب٢ سهبزف٣ اؾ ؾبظ٢ ٚ سح٥ُّ دس٤سٜ د٥ٛؾشٝ ٚ ٤بز٥ٌط٢ ٘حٜٛ ٔسَ

 

 تعاریف هقذهاتی 1-1
),( ذٍ حم٥م٣ ٔؼ٣ِٕٛ زٞٙسٜ ٘كبٖ فطو و٥ٙس ٕ٘بز   ، ٖذٍ  زٞٙسٜ ٘كب

٤بفشٝ حم٥م٣ سٛؾؼٝ  , ، ٖنفحٝ حم٥م٣  زٞٙسٜ ٘كب ٚB  ٤ه

],[],[ نٛضر ثٝيطة زوبضس٣ زٚ فبنّٝ ثؿشٝ  حبنُ   yyxxB  ُ٤ه ٔؿش٥ُ

),(٢ ٔؿش٥ُُ ٘مبٌٞب ضأؼثبقس وٝ 2زض   yx،),(  yx،),(  yxٚ),(  yx 

II يطة حبنُ Iثبقٙس. ٕٞچ٥ٙٗ فطو و٥ٙس، ٔطثغ ٚاحس ٣ٔ  ( ثبقس],[ I.) 

، وٝ ٤ه ظ٤طٔدٕٛػٝ DomF، سبثؼ٣ اؾز وٝ زأٙٝ آٖ ضا ثبFط٥ٜزٚٔشغسبثغ حم٥م٣ 

 اؾز. ز٥ٞٓ وٝ ٤ه ظ٤طٔدٕٛػٝ اظ  ٘كبٖ ٣ٔ RanF اؾز ٚ ثطز آٖ ضا ثب اظ 

سبثؼ٣ اؾز وٝ  ٢ ٚF ٘بس٣ٟٞب طٔدٕٛػ٤ٝظ S ٚ Sفطو و٥ٙس. 1-1 تعزیف

زأٙٝ آٖ
  SSDomF ٖثطز آ ٚRanF ثبقس. ٣ٔ 

],[],[اٌط   yyxxB ٝ٤ه ٔؿش٥ُُ ثبقس وٝ ضئٛؼ آٖ ٔشؼّك ثDomF 

 قٛز. ظ٤ط سؼط٤ف ٣ٔ نٛضر ثٝ Bحدٓ ٔدٕٛػFٝاؾز، آٍ٘بٜ 

 .),(),(),(),()(   yxFyxFyxFyxFBVF 

 Bٞط ٔؿش٥ُُنؼٛز٢ ٤ٌٛٙس اٌط ثطا٢ -( ضا ز1ٚ-1) ف٤سؼطزض  Fسبثغ .2-1 فیتعز

 .)(BVFلطاض زاضز. زاقشٝ ثبق٥ٓ؛ Fزض زأٙٝ ٞب آٖوٝ ضئٛؼ 
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، ٔؼبزَ ثب ٘ب٘ع٣ِٚ ثٛزٖ آٖ ٥٘ؿز. ٔثبَ ظ٤ط Fنؼٛز٢ ثٛزٖ-سٛخٝ قٛز وٝ زٚ

 سٛا٘س ٤ٌٛب٢ ا٤ٗ ُّٔت ثبقس. ٣ٔ

],[],[ضF٢ٚو٥ٙس فطو. 1-1 هثال I ُٝثب يبث),max(),( yxyxF  ،

 اؾز، ثطا٢؛ xٚyسبثؼ٣ ٘ب٘ع٣ِٚ اظFسؼط٤ف قسٜ ثبقس. زض ا٤ٗ نٛضر

. ),max(),max(),max(),max()(IVF 

 نؼٛز٢ ٥٘ؿز.-سبثؼ٣ زٚ Fثٙبثطا٤ٗ

وٕشط٤ٗ ٔمساض ٔدٕٛػٝ 1S ٚ1bوٕشط٤ٗ ٔمساض ٔدٕٛػٝ aفطو و٥ٙس .3-1 فیتعز

S ثبقس. ٥٤ٌٛٓ سبثغF  اظ  SSٝثزاض اؾز، اٌط ثطا٢ ٞط  خٟز),( yx زض 

  SS  :ٓزاقشٝ ثبق٥ ),(),(   bxFyaF 

ثب يبثُٝ Fفطو و٥ٙس .2-1 هثال












 x

x

ex

ex
xxF

٤ه سبثغ سؼط٤ف  ),())((

],[],[قسٜ ض٢ٚ زأٙٝ  ٜثبقس. آٍ٘ب ),(xF  ٚ ),( yF ؛ اؾز

 زاض اؾز. خٟز Fثٙبثطا٤ٗ

ث٥كشط٤ٗ ٔمساض ٔدٕٛػٝ S ٚ b ث٥كشط٤ٗ ٔمساض ٔدٕٛػٝ 2aفطو و٥ٙس .4-1 فیتعز

S ثبقس. ٥٤ٌٛٓ سبثغF  اظ  SS ٝث نبزق اؾز، اٌط سٛاثغ F ٝٙٔثب زاS  ٚ

F ٝٙٔثب زاS  ؛وٝ ٢َٛض ثٝٚخٛز زاقشٝ ثبقٙس 









Sy

Sx
   

),,()(
),,()(
yaFyF

bxFxF








 

 ٘بٔٙس. ٣ٔ Fا٢ سبثغ ضا سٛاثغ حبق٥ٝ F ٚ F زض ا٤ٗ نٛضر سٛاثغ

اظ  Fثبقٙس. اٌط سبثغ ٞب٢ ٘بس٣ٟ ظ٤طٔدٕٛػٝ S ٚ S فطو و٥ٙس .1-1 ِیقض

  SS ٝث  ٚنؼٛز٢ ثبقس. آٍ٘بٜ ثطا٢ ٞط-سبثؼ٣ ز),(),,(  yxyx  زض  SS

 زاض٤ٓ:
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.)()()()(),(),(   yFyFxFxFyxFyxF 

 ثب سٛخٝ ثٝ ٘بٔؿب٢ٚ ٔثّث٣ زاض٤ٓ؛ تزّاى.

),(),(),(),(

),(),(),(),(),(),(









yxFyxFyxFyxF

yxFyxFyxFyxFyxFyxF
 

وٙس، دؽ ثطا٢ ( نسق 3٣ٔ-1) ف٤سؼطنؼٛز٢ اؾز ٚ زض -، زFٚسبثغ وٝ ٣٤آ٘دباظ 

21 xx  :ٓزاض٤ 

  ),(),( yxFyxF 

( ٥٘ع نبزق اؾز دؽ ثطا4٢-1) ف٤سؼطزض  Fٚ چٖٛ  byزاض٤ٓ؛ ، 

.)()(),(),(   xFxFyxFyxF 

 ٕٞچ٥ٙٗ، ثطا٢  xx:ٓزاض٤ ، 

.   ),(),()()( yxFyxFxFxF 

 زض ٘ش٥دٝ ذٛا٥ٞٓ زاقز:

 .  Sxx ,  ,)()(),(),(   xFxFyxFyxF 

 .قٛز ٘ش٥دٝ ٌطفشٝ ٣ٔ ٕٞچ٥ٙٗ، ثب اؾشسلا٣ِ ٔكبثٝ

 .  Syy ,  ,)()(),(),(   yFyFyxFyxF 

قٛز.  زض ٘ش٥دٝ، ثب خب٤ٍع٣ٙ٤ ػجبضار ثبلا زض ؾٕز ضاؾز ٘بثطاثط٢، ل٥ًٝ اثجبر ٣ٔ

 وٙس. ( نسق 1٣ٔ-1ٞب٢ ل٥ًٝ ) سٛخٝ قٛز وٝ ٞط سبثغ سٛظ٤غ سٛأْ زض قطٌ
 
 هتغیز تصادفی 1-2

زؾز  ثٝ سهبزف٣ فطا٤ٙس ٤ه٥ٌط٢  اؾز وٝ ٔمساض آٖ اظ ا٘ساظٜ ٔشغ٥ط٢ٔشغ٥ط سهبزف٣ 

ضا وٝ  X، سبثغ حم٥مS٣ثطا٢ ٤ه ٔسَ احشٕبَ ثب فًب٢ ٕ٘ٛ٘ٝ،  َٛض ضؾ٣ٕ آ٤س. ثٝ ٣ٔ

ا٢ اظ اػساز حم٥م٣ اؾز ٤ه ٔشغ٥ط سهبزف٣ ض٢ٚ ٔسَ  ٚ ثطزـ ظ٤طٔدٕٛػSٝزأٙٝ آٖ
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SX ٤ؼ٣ٙ؛٘بٔٙس ) ٣ٔاحشٕبَ  ٚ آٔبض سبثغ سٛظ٤غ احشٕبَ  ٘ظط٤ٝ احشٕبَزض (. :

ث٥بٍ٘ط احشٕبَ ٞط ٤ه اظ ٔمبز٤ط ٔشغ٥ط سهبزف٣ )زض ٔٛضز ٔشغ٥ط ٌؿؿشٝ( ٚ ٤ب احشٕبَ 

 ثبقس. ٣ٔ ٝ(ٔكرم )زض ٔٛضز ٔشغ٥ط سهبزف٣ د٥ٛؾش لطاض ٌطفشٗ ٔشغ٥ط زض ٤ه ثبظٜ

 

 تاتع تَسیع احتوال 1-3
)(]Pr[سبثغ  ض٢ٚ ٔسَ احشٕبَ ثبقس، شغ٥ط سهبزف٤٣ه Xٔفطو و٥ٙس xXxF   ضا

٘بٔٙس.  ٣ٔ Xٔشغ٥ط سهبزف٣  سٛظ٤غ احشٕب٤َه ٔمساض حم٥م٣ اؾز سبثغ  xوٝ زض آٖ 

 قطا٤ٍ ظ٤ط ٕٞٛاضٜ ثطلطاض اؾز: Fسبثغ سٛظ٤غ احشٕبَثطا٢ 

الف( 


)(lim xF
x

  ٚ


)(lim xF
x

، 

 ٤ؼ٣ٙ؛ ثطا٢ ٔمبز٤ط؛ غ٥ط٘ع٣ِٚ اؾز Fسبثغ سٛظ٤غ احشٕبَ ب(  xx زاقشٝ ثبق٥ٓ؛

)()(   xFxF. 

lim)()(٤ؼ٣ٙ؛ ؛ ٕٞٛاضٜ اظ ضاؾز د٥ٛؾشٝ اؾز Fسبثغ سٛظ٤غ احشٕبَج(  aFxF
ax




. 

 ثبقس. سبثغ xF)(زاضا٢ سبثغ سٛظ٤غ احشٕبَ Xفطو و٥ٙس ٔشغ٥ط سهبزف٣ . 5-1 فیتعز
)(tF 

 اٌط قطا٤ٍ ظ٤ط ثطلطاض ثبقس: ٥ٓ٘بٔ ٣ٔ Iثب زأٙٝ  xF)(ضا ٥ٕ٘ٝ ٔؼىٛؼ 

ttFFثبقس، آٍ٘بٜ  Fزض ثطز tاٌط  الف(  ))((، 

)(}inf)({}sup)({٘جبقس، آٍ٘بٜ  Fزض ثطز tاٌط  ب( txFxtxFxtF ، 

او٥ساً نؼٛز٢ ثبقس، آٍ٘بٜ  Fاٌط ج(  FF )(. 

ثب  X  ٚXسبثغ سٛظ٤غ احشٕبَ سٛأْ ٔشغ٥طٞب٢ سهبزف٣ Fفطو و٥ٙس. 6-1 فیتعز

 وٙس: زض ٘بٔؿب٢ٚ ظ٤ط نسق ٣ٔ Fثبقس. آٍ٘بٜ 1F  ٚ2Fا٢ سٛاثغ سٛظ٤غ احشٕبَ حبق٥ٝ

)}(),(min{),(},)()(max{   xFxFxxFxFxF 

ٞب٢  ثٝ وطاٖٞب٢ سٛا٣ٔ ٞؿشٙس وٝ  ٞب٢ ثبلا٣٤ ٚ دب٣ٙ٥٤ ضاثُٝ ثبلا، ذٛز سبثغ سٛظ٤غ وطاٖ

 ا٘س. ٞبفس٤ًٙ ٔؼطٚف-فطقٝ
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 تَأمتاتع تَسیع احتوال  1-4

],[ثٝ فبنّٝ  pاظ  Fسبثغ سٛظ٤غ احشٕبَ   ضا وٝ ثطا٢ ٞطp
pxxxx   ),...,,(~ 

 نٛضر ثٝ

],....,,Pr[),...,,( ppp xXxXxXxxxF   

سٛأْقٛز سبثغ سٛظ٤غ احشٕبَ  سؼط٤ف ٣ٔ pXXX ,...,, ٘بٔٙس. زض حبِز زٚثؼس٢ ٣ٔ  

(p سبثغ ثبلا )ٝقٛز. ظ٤ط سؼط٤ف ٣ٔ نٛضر ث 

ٔشغ٥طٞب٢ سهبزف٣سٛظ٤غ احشٕبَ سٛأْ سبثغ . 7-1 فیتعز YX ),(ضا ثب  , yxF ٖ٘كب

 قٛز: ظ٤ط سؼط٤ف ٣ٔ نٛضر ثٝزازٜ ٚ 

],[),( yYxXPyxF  

),(سبثغ  yxF ثبقس: ٞب٢ ظ٤ط ٣ٔ زاضا٢ ٤ٚػ٣ٌ 

 الف( ),( yxF، 

 ب(


),(lim yxF
x

  ٚ


),(lim yxF
y

، 

lim),()( ج( xFyxF
y




  ٚ)(),(lim yFyxF
x




، 

 X  ٚY ا٢ ثٝ سطس٥ت سٛاثغ سٛظ٤غ احشٕبَ حبقyFٝ٥)(ٚ  xF)(وٝ زض آٖ 

 ثبقٙس، ٣ٔ

ثطا٢ ٞط د( yyxx اٌط  ,,,  xx  ٚ  yy زاض٤ٓ؛ ثبقس. زض ا٤ٗ نٛضر 

 .  ),(),(),(),( yxFyxFyxFyxF 

 ظ٤ط ثبقس؛ نٛضر ثٝ ٤2ه سبثغ سٛظ٤غ ض٢ٚ  Hفطو و٥ٙس .3-1 هثال






















 

elsewhere

yxe

yx
ex

ex

yxH y

y

y

,
],[],(),(,

],[],[),(,))((

),( 
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نؼٛز٢ اؾز ٚ -٤ه سبثغ زٚ Hزض ا٤ٗ نٛضر  ),(H ،ٕٗٞچ٥ٙ .H  ٤ه

 ثبقس: ظ٤ط ٣ٔ نٛضر ث٢ٝ اٝ ٥حبقسبثغ سٛظ٤غ سٛأْ احشٕبَ ثب سٛاثغ سٛظ٤غ احشٕبَ 










 ],[,
),[,

)(
ye

y
yG

yٚ )()( ],[ xUxF  

فطو و٥ٙس .8-1 فیتعز YX ُّٔمبً( د٥ٛؾشٝ ثبقس، زض ا٤ٗ ) ٣سهبزف٤ه ظٚج ٔشغ٥ط  ,

 نٛضر زاض٤ٓ:

 الف( 
 



y x

dsdttsfyxF ),(),(، 

 ب(
yx

yxF
yxf






 ),(),(، 

 ج(




  dyyxfxf ),()( ٚ 




  dxyxfyf ),()(، 

 د(
)(
),()(

yf

yxf
yxf



. 

),(وٝ زض آٖ  yxf ،)(xf ،)(yf  ٚ)( yxf ،سبثغ چٍب٣ِ احشٕبَ سٛأْ  ثٝ سطس٥ت

 YX  Xٚ سبثغ چٍب٣ِ احشٕبَ قط٣َ  X  ٚY ا٢ ، سبثغ چٍب٣ِ احشٕبَ حبق٥ٝ,

 ثبقٙس. ٣ٔ Y قطٌ ثٝ

زاقشٝ  ,yxٔؿشمُ ٞؿشٙس ٞطٌبٜ ثطا٢  X ٚYٔشغ٥طٞب٢ سهبزف٣  .9-1 فیتعز

 ثبق٥ٓ:

.)()(),( yFxFyxF  

),(فطو و٥ٙس. 10-1 فیتعز YX ٓ٤ه ظٚج ٔشغ٥ط سهبزف٣ ثبقٙس. ٥٤ٌٛX ٚY 

),(دص٤ط ٞؿشٙس اٌط سؼ٤ٛى YX ٚ),( XY ٓٞ .سٛظ٤غ ثبقٙس 
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 tسبثغ سٛظ٤غ ظ٘سٜ ٔب٘سٖ ٤ب ثمب٢ ث٥كشط اظ ظٔبٖ  .سبثغ سٛظ٤غ ثمبء() 11-1 فیتعز

 نٛضر ثٝ

)()Pr()( xFxXxF  

),(قٛز. ٕٞچ٥ٙٗ، ثطا٢ ظٚج ٔشغ٥طسهبزف٣ سؼط٤ف ٣ٔ YX سٛأْثب سبثغ سٛظ٤غ),( yxF ،

),(سٛأْسبثغ ثمب٢  YX  ضا ثب),( yxF ٝقٛز: نٛضر ظ٤ط ٔحبؾجٝ ٣ٔ ٕ٘ب٤ف زازٜ ٚ ث 

.),(),( yYxXPyxF  

 قٛز: نٛضر ظ٤ط سؼط٤ف ٣ٔ ثٝ ٥ٕٞٗ سطس٥ت، زض حبِز چٙسٔشغ٥طٜ سبثغ سٛظ٤غ ثمبء ثٝ

.],....,,Pr[),...,,( ppp xXxXxXxxxF   

 خاظ: حالت

 سبثغ سٛظ٤غ ثمبء ثطاثط اؾز ثب: p . ثطا1٢

.)()()()(),(   xFxFxFxFxxF 

 سبثغ سٛظ٤غ ثمبء ثطاثط اؾز ثب: p . ثطا2٢

.
),,(),(),(
),()()()(),,(









xxxFxxFxxF

xxFxFxFxFxxxF

 
 

 ّایی اس هتغیز تصادفی ٍیضگی 1-5
نٛضر  ٘كبٖ زازٜ وٝ ثٝ XE)(ضا ثب  Xا٥ٔس ض٤بي٣  Xثطا٢ ٔشغ٥ط سهبزف٣ د٥ٛؾشٝ 

 قٛز: ظ٤ط سؼط٤ف ٣ٔ






x

dxxfxXE )()( 

 زاض٤ٓ؛ X)(ٔب٘ٙس  Xٚ ثطا٢ ٞط سبثؼ٣ اظ ٔشغ٥ط سهبزف٣

.




x

dxxfxXE )()()]([ 
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٘كبٖ زازٜ وٝ  XVar)(ضا ثب  Xٚاض٤ب٘ؽ  Xٕٞچ٥ٙٗ، ثطا٢ ٔشغ٥ط سهبزف٣ د٥ٛؾشٝ 

 قٛز: نٛضر ظ٤ط سؼط٤ف ٣ٔ ثٝ

.)()()( XEXEXVar   

ُّٔمبً( د٥ٛؾشٝ) ٣سهبزف٤ه ظٚج ٔشغ٥ط  ثطا٢ YX ضا ثب  X ٚY، وٛٚاض٤ب٘ؽ,

),( YXCov :٘كبٖ زازٜ ٚ ػجبضر اؾز اظ 

)()()(),( YEXEXYEYXCov ، 

dydxyxfxyXYEوٝ زض آٖ؛ 

y x

 
 

 ),()(. 

),(ضا ثب  X  ٚYيط٤ت ٕٞجؿش٣ٍ  YX  ٣سهبزف٘كبٖ زازٜ ٚ ثطا٢ ٤ه ظٚج ٔشغ٥ط 

ُّٔمبً( د٥ٛؾشٝ) YX  قٛز: نٛضر ظ٤ط سؼط٤ف ٣ٔ ، ثٝ,

.
)()(

),(),(
YVarXVar

YXCov
YX  

 

 اٍلفصل خَدآسهایی 
),())((ثب يبثُٝ Iض٢ٚ Fفطو و٥ٙس .1  yxyxF  .سؼط٤ف قسٜ ثبقس

 نؼٛز٢ اؾز؟-زٚ Iض٢ٚ Fثطضؾ٣ و٥ٙس آ٤ب سبثغ 

 نٛضر ظ٤ط زض ٘ظط ث٥ٍط٤س: ضا ثaFٝسبثغ سٛظ٤غ aثٝ اظا٢ ٞط .2










),[,
],[,

)(
ax

ax
xFa 

 زؾز آٚض٤س. ضا ثٝ aF زض ا٤ٗ نٛضر، سبثغ ٥ٕ٘ٝ ٔؼىٛؼ

زاضا٢  X ٚY)سٛظ٤غ ِدؿش٥ه زٚ ٔشغ٥طٜ ٌبٔجُ(. فطو و٥ٙس ٔشغ٥طٞب٢ سهبزف٣  .3

 نٛضر ظ٤ط ثبقس: سبثغ سٛظ٤غ احشٕبَ سٛأْ ثٝ

  )(),( yx eeyxH 
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 ثبقس. ٣ٔ نؼٛز٢ ض٢ٚ-٤ه سبثغ سٛظ٤غ زٚ Hثبثز و٥ٙس وٝ (الف

زاضا٢ سٛاثغ سٛظ٤غ احشٕبَ  X ٚ Y٘كبٖ ز٥ٞس وٝ ٔشغ٥طٞب٢ سهبزف٣  (ب

 ثبقٙس: نٛضر ظ٤ط ٣ٔ ٞب٢ ِدؿش٥ه ثٝ حبق٥ٝ

  )()(,)()( yx eyGexF 

نٛضر ظ٤ط  زاضا٢ سبثغ سٛظ٤غ احشٕبَ سٛأْ ثٝ X ٚYفطو و٥ٙس ٔشغ٥طٞب٢ سهبزف٣  .4

 ثبقس:

],[,))((),(    yxyx eeeyxH 

],[ثٝ اظا٢ نؼٛز٢ ض٢ٚ-٤ه سبثغ سٛظ٤غ زٚ Hثبثز و٥ٙس وٝ (الف 

 .ثبقس ٣ٔ

زاضا٢ سٛاثغ سٛظ٤غ احشٕبَ  X ٚ Y٘كبٖ ز٥ٞس وٝ ٔشغ٥طٞب٢ سهبزف٣  (ب

 ثبقٙس. ٞب٢ ِدؿش٥ه اؾشب٘ساضز ٣ٔ حبق٥ٝ

 ثبقٙس. ٔؿشمُ ٣ٔ X ٚ Yٔشغ٥طٞب٢ سهبزف٣  0 ثبثز و٥ٙس ثٝ اظا٢ ٔمساض (ج

زاضا٢ سبثغ  X ٚY)سٛظ٤غ ٕ٘ب٣٤ زٚ ٔشغ٥طٜ ٌبٔجُ(. فطو و٥ٙس ٔشغ٥طٞب٢ سهبزف٣  .5

 نٛضر ظ٤ط ثبقس: سٛظ٤غ احشٕبَ سٛأْ ثٝ

],[,,,),( )(    yxeeeyxH xyyxyx 

],[ثٝ اظا٢   ض٢ٚنؼٛز٢ -٤ه سبثغ سٛظ٤غ زٚ Hثبثز و٥ٙس وٝ (الف  

 ثبقس. ٣ٔ

 زؾز آٚض٤س. ضا ثٝ X ٚ Yٔشغ٥طٞب٢ سهبزف٣ ا٢  سٛاثغ سٛظ٤غ احشٕبَ حبق٥ٝ (ب

 ثبقٙس. ٔؿشمُ ٣ٔ X ٚ Yٔشغ٥طٞب٢ سهبزف٣  0ثبثز و٥ٙس ثٝ اظا٢ ٔمساض (ج

 



 

 دٍمفصل 

 هثاًی ٍ هفاّین پایِ هفصل

 ّذف کلی
 اؾز؛( Copula) ٔفهُ ٢اٝ ٤دب ٥ٓٔفبٞ ٚ ٣ٔجب٘ ثب ط٥فطاٌ ٣٤آقٙب فهُ، ٤ٗا ٞسف
 ضا ٢ثؼس چٙس ٚ ٢ثؼس زٚ احشٕبَ ٢ٞب غ٤سٛظ ثٝ ٔطثٌٛ ٔجبحث ٢طثٙب٤ظ وٝ ٥ٕ٣ٔفبٞ
 ضٚاثٍ قٛز، ٣ٔ آقٙب ٔفهُ ٣اؾبؾ انَٛ ثب ط٘س٥ٜبز٤ٌ فهُ، ٤ٗا زض. زٞٙس ٣ٔ ٥ُسكى

 ٥ُسحّ ٢ثطا ٥ٓٔفبٞ ٤ٗا اظ چٍٛ٘ٝ آٔٛظز ٣ٔ ٚ وٙس ٣ٔ زضن ضا ٣سهبزف ٢طٞب٥ٔشغ ب٥ٖٔ
 ٔجبحث ثٟشط فٟٓ ٢ثطا ضا ٥ٝٙظٔ ،٣٤آقٙب ٤ٗا. وٙس اؾشفبزٜ طٞب٥ٔشغ ب٥ٖٔ ٣ٚاثؿشٍ ؾبذشبض

 .ؾبظز ٣ٔ فطاٞٓ ٔرشّف ػّْٛ زض آٖ ٣ػّٕ ٢وبضثطزٞب ٚ سط كطفش٥ٝد
 

 ّای یادگیزی ّذف
 ضٚز دؽ اظ ُٔبِؼٝ ا٤ٗ فهُ، ثشٛا٘س ثٝ ؾؤالار ظ٤ط دبؾد زٞس. اظ فطا٥ٌط ا٘شظبض ٣ٔ

 .ٞب٣٤ زاضز . ٔفهُ چ٥ؿز ٚ چٝ ٤ٚػ1٣ٌ
 .ا٘سْ اوس ٔفهُ بر٥ذهٛن ٤ٗسط ٟٔٓ. 2
 .ا٘سْ اٚ وبضثطزٞب٢ ٔفهُ وس ٞب ٞسف. 3
 ذلانٝنٛضر  ثٝ ٚ وطزٜ ب٥ٖث ضا ٔرشّف ػّْٛ زض ٔفهُ ٢وبضثطزٞب اظ ٕ٘ٛ٘ٝ چٙس. 4

 .زٞس كط٤حس
 .اؾز ثٛزٜ ٣ٚاثؿشٍ ؾبذشبض ٚ ٔفهُ ثٝ ٔطثٌٛ مبر٥سحم ٢ٔجٙب ٝ،٥لً وساْ. 5
 .ا٘سْ ا. ٔفب٥ٞٓ دب٤ٝ ٤ه ٔفهُ وس6
 .قٛ٘س ٣ٔ ثطآٚضز چٍٛ٘ٝ ٔفهُ ه٤ ٢دبضأشطٞب. 7




